
ðòéìïöåîéñ �åïòéé ðòåäåìï÷ ðï âáúå ë ï�äåìøîùíþáó�ñí ëõòóáðï�åðõî á. ÷.Contents1. éÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁÞÁÌÁ ÇÌÁ×Ù "îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ" ÎÁ ÏÓÎÏ×Å�ÒÅÄÅÌÁ �Ï ÂÁÚÅ ÆÉÌØÔÒÁ. 12. äÌÉÎÁ �ÕÔÉ ËÁË �ÒÅÄÅÌ. �ÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ. 53. éÎÔÅÇÒÁÌ òÉÍÁÎÁ 124. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ 171. éÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁÞÁÌÁ ÇÌÁ×Ù "îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ" ÎÁ ÏÓÎÏ×Å �ÒÅÄÅÌÁ �ÏÂÁÚÅ ÆÉÌØÔÒÁ.ðÕÓÔØ (X; �) | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. E ⊂ X; a ∈ E. óÉÓÔÅÍÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×
{B(a; Æ) | Æ > 0} ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÂÁÚÕ (�ÒÉÍÅÒ �ÏÓÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÂÁÚÙ), a ∈ B(a; Æ) ∩ E ⇒B(a; Æ)∩E 6= ∅ ⇒ A = {B(a; Æ)∩E | Æ > 0} ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÕ (ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 1 Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀÂÁÚÙ).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1 (ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ × ÔÏÞËÅ).ðÕÓÔØ (X; �X); (Y; �Y ) | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, E ⊂ X; a ∈ E; f : E → Y .ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ × ÔÏÞËÅ a, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌ f �ÏÂÁÚÅ A = {B(a; Æ) ∩E | Æ > 0}.ìÅÍÍÁ 1.1. åÓÌÉ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ a, ÔÏ limA f = f(a).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.lim

A

f = l ⇔ ∀" > 0 ∃B(a; Æ) ∩ E : ∀x ∈ B(a; Æ) ∩ E �Y (f(x); l) < ":ðÏÓËÏÌØËÕ a ∈ B(a; Æ) ∩ E, ÔÏ �Y (f(a); l) < ". ðÏÌÕÞÉÌÉ: ∀" > 0 0 6 �Y (f(a); l) < ".ðÅÒÅÊÄ£Í × ÜÔÏÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å Ë �ÒÅÄÅÌÕ �ÒÉ " → 0+:0 6 �Y (f(a); l) 6 0 ⇒ �Y (f(a); l) = 0 ⇒ l = f(a):�Å�ÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÔÁË:f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ a ⇔ ∀" > 0 ∃Æ > 0: ∀x ∈ dom f : �X(x; a) < Æ �Y (f(x); f(a)) < "
⇔ ∀B(f(a); ") ∃B(a; Æ) : ∀x ∈ B(a; Æ) ∩ E f(x) ∈ B(f(a); "):þÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ: X = R; Y = R.f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ a ⇔ ∀" > 0 ∃Æ > 0: ∀x ∈ dom f : |x− a| < Æ |f(x)− f(a)| < ":1



2 ðï�åðõî á. ÷.(ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ëÏÛÉ). �ÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÄÌÑX = Rm; Y =
Rn (|x− a| É |f(x) − f(a)| | ÄÌÉÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ×).åÓÌÉ E0 ⊂ E É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ E0 f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ a, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ fÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å E0. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å E = dom f ,ÔÏ f ÎÁÚÙ×ÁÅÍ �ÒÏÓÔÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ.ðÒÉÍÅÒÙ. 1) f : E → Y; ∀x ∈ E f(x) = b =
onst. �ÏÇÄÁ

∀" > 0; ∀x; a ∈ E �Y ((f(x); f(a)) = �(b; b) = 0 < " ⇒ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ:2) f = idX (Ô. Å. ∀x ∈ X f(x) = x). äÌÑ ∀" > 0 �ÏÌÏÖÉÍ Æ = ". �ÏÇÄÁ ÄÌÑ
∀x; a ∈ X : �(x; a) < Æ �(f(x); f(a)) < ", Ô. Å. f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ.3) f : C → C; f(z) = z. äÌÑ ∀" > 0 �ÏÌÏÖÉÍ Æ = ". �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ∀w; z ∈ X : �(w; z) =
|w − z| < Æ |f(w) − f(z)| = |w − z| = |w − z| < ", Ô. Å. f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ.4) f : Rn → R; f(x1; : : : ; xn) = xi, Ô. Å. f = pri. äÌÑ ∀" > 0 �ÏÌÏÖÉÍ Æ = ". �ÏÇÄÁ ÄÌÑ
∀x = (x1; : : : ; xn); a = (a1; : : : ; an) ∈ X : �(x; a) = |x − a| < Æ �(f(x); f(a)) = |xi − ai|.ðÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÄÌÉÎÙ ×ÅËÔÏÒÁ |xi − ai| 6 |x− a| < ", Ô. Å. f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ.5) f : Rn → R; f(x) = |x| (ÄÌÉÎÁ ×ÅËÔÏÒÁ x). äÌÑ ∀" > 0 �ÏÌÏÖÉÍ Æ = ". �ÏÇÄÁ ÄÌÑ
∀x; a ∈ X : �(x; a) = |x− a| < Æ �(f(x); f(a)) = ∣

∣|x| − |a|∣∣. ðÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÄÌÉÎÙ ×ÅËÔÏÒÁ
∣

∣|x| − |a|∣∣ 6 |x− a| < ", Ô. Å. f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.2 (éÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á).ðÕÓÔØ (X; �) | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, E ⊂ X. �ÏÞËÁ a ∈ E ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚÏÌÉ-ÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E, ÅÓÌÉ ∃B(a; r) : _B(a; r) ∩ E = ∅ ⇔ B(a; r) ∩ E = {a}(Ô. Å. × ÜÔÏÍ ÛÁÒÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ a ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E).úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1) äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉV (a) ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ _V (a) ∩E = ∅, �ÏÓËÏÌØËÕ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ (Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ1.2 ÉÚ ÇÌÁ×Ù Ï �ÒÅÄÅÌÁÈ), ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ _B(a; r) ⊂ _V (a).2) åÓÌÉ a ∈ E É a | ÎÅ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ, ÔÏ a | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ E (�ÏÓËÏÌØËÕ× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ∀B(a; r) _B(a; r) ∩ E 6= ∅ | Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ 2.4 ÉÚÇÌÁ×Ù Ï �ÒÅÄÅÌÁÈ). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅÉ �ÒÅÄÅÌØÎÙÅ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÂÙ×ÁÀÔ �ÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÎÅÇÏ(ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÏÎ�Ù ÏÔËÒÙÔÏÇÏ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ).ìÅÍÍÁ 1.2 (îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ × �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ É ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ).ðÕÓÔØ (X; �X); (Y; �Y ) | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, E ⊂ X; a ∈ E; f : E → Y .�ÏÇÄÁ:1) åÓÌÉ a| �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ E, ÔÏ (f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ a) ⇔ ( limx→a f(x) = f(a));2) åÓÌÉ a | ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ E, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ a.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1) "⇒ "f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ a ⇒ ∀B(f(a); ") ∃B(a; Æ) : ∀x ∈ B(a; Æ) ∩ E f(x) ∈ B(f(a); "):�ÏÇÄÁ ∀x ∈ _B(a; Æ) ∩ E f(x) ∈ B(f(a); ") É a | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ E ⇒ limx→a f(x) = f(a)�Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÒÅÄÅÌÁ × ÔÏÞËÅ (Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.5 ÉÚ ÇÌÁ×Ù Ï �ÒÅÄÅÌÁÈ)."⇐ "limx→a f(x) = f(a) ⇒ ∀B(f(a); ") ∃B(a; Æ) : ∀x ∈ _B(a; Æ) ∩ E f(x) ∈ B(f(a); "):ðÒÉ x = a ∈ B(a; Æ) ∩E f(x) = f(a) ∈ B(f(a); ") ⇒
⇒ ∀x ∈ B(a; Æ) ∩ E f(x) ∈ B(f(a); ") ⇒ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ a:



ðòéìïöåîéñ �åïòéé ðòåäåìï÷ ðï âáúå ë ï�äåìøîùí þáó�ñí ëõòóá 32) a| ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ E ⇒ ∃B(a; Æ) : B(a; Æ)∩E = {a}. �ÏÇÄÁ x ∈ B(a; Æ)∩E ⇒x = a ⇒ f(x) = f(a) ∈ B(f(a); ") É ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ B(f(a); "). ðÏÌÕÞÉÌÉ:
∀B(f(a); ") ∃B(a; Æ) ∩E : ∀x ∈ B(a; Æ) ∩ E f(x) = f(a) ∈ B(f(a); ") ⇒

⇒ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ a:óÌÅÄÓÔ×ÉÅ (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ �Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ × �ÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ).ðÕÓÔØ f : E → Y; a | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ E. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ limx→a f(x) = b ∈ Y , ÔÏÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~f(x) = {f(x); ÅÓÌÉ x ∈ E; x 6= ab; ÅÓÌÉ x = a ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ a(�ÏÓËÏÌØËÕ b = ~f(a) = limx→a f(x) = limx→a ~f(x) | × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ �ÒÅÄÅÌÁ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔÔÏÌØËÏ ÔÏÞËÉ x 6= a).ðÒÉÍÅÒ. æÕÎË�ÉÑ f(x) = sinxx ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ �ÒÉ x 6= 0 (ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ × �ÁÒÁÇÒÁÆÅÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ), limx→0 sinxx = 1, ÔÏÇÄÁ~f(x) = { sinxx ; ÅÓÌÉ x 6= 01; ÅÓÌÉ x = 0ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ R.�ÅÏÒÅÍÁ 1.1 (ó×ÑÚØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÅÇÏ ÓÕÖÅÎÉÊ).ðÕÓÔØ (X; �X); (Y; �Y ) | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, E ⊂ X; f : E → Y .1) åÓÌÉ E0 ⊂ E; a ∈ E0; f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ a, ÔÏ f |E0 ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ a.2) åÓÌÉ E1 ∪ E2 = E; f |E1, f |E2 ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ × ÔÏÞËÅ a, ÔÏ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ× ÔÏÞËÅ a.3) åÓÌÉ ∃Æ > 0: E0 ⊃ B(a; Æ) ∩E, ÔÏ (f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ a) ⇔ (f |E0 ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ× ÔÏÞËÅ a)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1) a ∈ E0 ⇒ ∀B(a; Æ) ∩ E0 6= ∅.B(a; Æ) ∩ E0 = (B(a; Æ) ∩ E) ∩ E0 ⇒ ÂÁÚÁ A0 = {B(a; Æ) ∩ E0 | Æ > 0} | ÜÔÏ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÉÚ ÂÁÚÙ A = {B(a; Æ) ∩ E | Æ > 0} Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ E0:�ÏÇÄÁ �Ï �. 1 ÔÅÏÒÅÍÙ Ï Ó×ÑÚÉ �ÒÅÄÅÌÏ× ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÅÇÏ ÓÕÖÅÎÉÊ (ÔÅÏÒÅÍÁ 2.5 ÉÚÇÌÁ×Ù "�ÅÏÒÉÑ �ÒÅÄÅÌÏ×")
∃ lim

A

f = f(a) ⇒ ∃ lim
A0 f |E0 = f(a); Ô. Å.(f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ a) ⇒ (f |E0 ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ a)2) ïÂÏÚÎÁÞÉÍ A1 = {B(a; Æ) ∩ E1 | Æ > 0}; A2 = {B(a; Æ) ∩ E2 | Æ > 0}.f |E1 ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ a ⇒ ∃ limA1 f |E1 = f(a) É f |E2 ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ a ⇒

∃ limA2 f |E2 = f(a). �ÏÇÄÁ �Ï �. 2 ÔÅÏÒÅÍÙ Ï Ó×ÑÚÉ �ÒÅÄÅÌÏ× ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÅÇÏ ÓÕÖÅÎÉÊ
∃ limA f = f(a) ⇒ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ a.3) áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÓÏ ÓÓÙÌËÏÊ ÎÁ �. 3 ÔÅÏÒÅÍÙ Ï Ó×ÑÚÉ �ÒÅÄÅÌÏ× ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÅÇÏÓÕÖÅÎÉÊ (�ÏÓËÏÌØËÕ E0 ⊃ B(a; Æ) ∩ E ∈ A).ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ Ë �. 3: ÂÕÄÅÔ ÌÉ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ a, ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �Ï×ÅÄÅÎÉÑ f ×ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a, Ô. Å. ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ | �ÏÎÑÔÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏÅ.



4 ðï�åðõî á. ÷.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.3 (îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ Ó�ÒÁ×Á É ÓÌÅ×Á).ðÕÓÔØ (Y; �) | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, E ⊂ R; f : E → Y . ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ fÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ ÓÌÅ×Á × ÔÏÞËÅ a, ÅÓÌÉ f |Ea− ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ a (Ea− =E ∩ [−∞; a℄). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ Ó�ÒÁ×Á × ÔÏÞËÅ a, ÅÓÌÉ f |Ea+ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ a (Ea+ = E ∩ [a; +∞℄).úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ a ∈ E, ÔÏ a ∈ Ea+; a ∈ Ea−.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ (�ÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ). ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 1.3f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ a⇔ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ Ó�ÒÁ×Á É ÓÌÅ×Á × ÔÏÞËÅ a:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ "⇒" ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ �. 1 ÔÅÏÒÅÍÙ Ï Ó×ÑÚÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ-ÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÅÇÏ ÓÕÖÅÎÉÊ, �ÏÓËÏÌØËÕ a ∈ Ea+; Ea−.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ "⇐" ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ �. 2 ÔÏÊ ÖÅ ÔÅÏÒÅÍÙ, �ÏÓËÏÌØËÕ Ea+ ∪ Ea− = E.�ÅÏÒÅÍÁ 1.2 (÷ÔÏÒÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï �ÒÅÄÅÌÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ).ðÕÓÔØ (Y; �Y ); (Z; �Z) | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, f : X → Y; E ⊂ Y; g : E → Z,
A | ÂÁÚÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×. åÓÌÉ1) ∃ limA f(x) = b;2) g ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ b;3) ∀A ∈ A A ∩ dom(g ◦ f) 6= ∅,ÔÏ ∃ lim(g ◦ f) = g(b) �Ï ÂÁÚÅ A1 = {A ∩ dom(g ◦ f) | A ∈ A}.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. A1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÏÊ �Ï ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ 1 Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÂÁÚÙ (Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÅ 2.1 ÉÚ ÇÌÁ×Ù "�ÅÏÒÉÑ �ÒÅÄÅÌÏ×").g ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ b⇒ ∀" > 0 ∃Æ > 0: ∀y ∈ E : �Y (y; b) < Æ �Z(g(y); g(b)) < ":lim

A

f(x) = b⇒ ÄÌÑ Æ > 0 ∃A ∈ A : ∀x ∈ A �Y (f(x); b) < Æ:�ÏÇÄÁ ÄÌÑ ∀x ∈ A ∩ dom(g ◦ f) x ∈ A É x ∈ dom(g ◦ f) ⇒
⇒ �Y (f(x); b) < Æ É f(x) ∈ E = dom g ⇒ �Z(g(f(x)); g(b)) < ":ðÏÌÕÞÉÌÉ:

∀" > 0 ∃A ∩ dom(g ◦ f) ∈ A1 : ∀x ∈ A ∩ dom(g ◦ f) �Z(g(f(x)); g(b)) < "⇒
⇒ ∃ lim

A1 (g ◦ f) = g(b):óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1 (÷ÔÏÒÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï �ÒÅÄÅÌÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ × ÔÏÞËÅ).ðÕÓÔØ (X; �X); (Y; �Y ); (Z; �Z) | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, E1 ⊂ X; f : E1 → Y ,E2 ⊂ Y; g : E2 → Z. åÓÌÉ1) ∃ limx→a f(x) = b;2) g ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ b;3) a | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á dom(g ◦ f),ÔÏ ∃ limx→a g(f(x)) = g(b).äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÒÉÍÅÎÑÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ ÂÁÚ A = { _B(a; Æ) ∩ E1 | Æ > 0} É A1 =
{ _B(a; Æ)∩dom(g ◦ f) | Æ > 0} (�ÏÓËÏÌØËÕ ( _B(a; Æ)∩E1)∩dom(g ◦ f) = _B(a; Æ)∩dom(g ◦ f)É a | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á dom(g ◦ f), �ÏÜÔÏÍÕ _B(a; Æ) ∩ dom(g ◦ f) 6= ∅).óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2 (îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ).ðÕÓÔØ (X; �X); (Y; �Y ); (Z; �Z) | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, E1 ⊂ X; f : E1 → Y ,E2 ⊂ Y; g : E2 → Z.



ðòéìïöåîéñ �åïòéé ðòåäåìï÷ ðï âáúå ë ï�äåìøîùí þáó�ñí ëõòóá 51) åÓÌÉ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ a, g ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ f(a), ÔÏ g ◦ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ×ÔÏÞËÅ a;2) åÓÌÉ f É g ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ (× Ó×ÏÉÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ), ÔÏ g ◦ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ (×Ó×ÏÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.1) f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ a ⇒ ∃ lim
A

f = f(a); ÇÄÅ A = {B(a; Æ) ∩ E1 | Æ > 0}:g ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ f(a) ⇒ f(a) ∈ dom g ⇒ a ∈ dom(g ◦ f)⇒ B(a; Æ) ∩ dom(g ◦ f) 6= ∅:÷ ÔÅÏÒÅÍÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÏÞËÉ b = f(a); A1 = {B(a; Æ) ∩ dom(g ◦ f) | Æ > 0}:2) ∀a ∈ dom(g ◦ f) ⊂ dom f ⇒ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ a (f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÎÁ dom f):f(a) ∈ dom g ⇒ g ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ f(a) 1)⇒ g ◦ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ a(×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ∀a ∈ dom(g ◦ f)).äÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑf ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ a ⇔ lim
A

f(x) = f(a); ÇÄÅ A = {B(a; Æ) ∩ dom f | Æ > 0}É ÓÓÙÌÁÑÓØ ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÚ ÇÌÁ×Ù "�ÅÏÒÉÑ �ÒÅÄÅÌÏ×". üÔÏ, × ÞÁÓÔÎÏ-ÓÔÉ, ÕÄÏÂÎÏ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÄÅÌÁÔØ ÒÁÚÌÉÞÉÊ ÍÅÖÄÕ �ÒÅÄÅÌØÎÙÍÉ É ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉÔÏÞËÁÍÉ. ðÏÌÅÚÎÏ ÄÌÑ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÎÑÔÉÊ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÅ: ÌÀÂÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉ-ÓÌÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ É ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÊ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ × Ó×ÏÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ(ÁÎÏÎÓÉÒÏ×Á×, ÞÔÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÁ). íÏÖÎÏ�ÒÅÄÌÏÖÉÔØ ÓÔÕÄÅÎÔÁÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï ÞÉÓÌÕ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2.3 ÉÚ ÇÌÁ×Ù "�ÅÏÒÉÑ �ÒÅÄÅÌÏ×" Ï ÒÁ×ÎÏÓÉÌØ-ÎÏÓÔÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ Ë ËÏÎÅÞÎÏÍÕ �ÒÅÄÅÌÕ × ÍÅÔÒÉËÁÈ R É R (�ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ)Á) ðÕÓÔØ f : X → R; A | ÂÁÚÁ, l ∈ R; l = limA f �Ï ÍÅÔÒÉËÅ × R. æÕÎË�ÉÑ '(x) = x√1+x2ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ R, ÔÏÇÄÁ �Ï ×ÔÏÒÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï �ÒÅÄÅÌÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ, limA ' ◦ f = '(l),Ô. Å. �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÒÅÄÅÌÁ ' ◦ f × R

∀" > 0 ∃A ∈ A : ∀x ∈ A ∣

∣'(f(x)) − '(l)∣∣ < ":îÏ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÅÔÒÉËÉ × R, ∣

∣'(f(x)) − '(l)∣∣ = �
R

(f(x); l), Ô. Å.
∀" > 0 ∃A ∈ A : ∀x ∈ A �

R

(f(x); l) < " ⇒ l = lim
A

f �Ï ÍÅÔÒÉËÅ R:Â) ðÕÓÔØ l = limA f �Ï ÍÅÔÒÉËÅ × R. �ÏÇÄÁ
∀" > 0 ∃A ∈ A : ∀x ∈ A �

R

(f(x); l) < ":ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÅÔÒÉËÉ × R; �
R

(f(x); l) = ∣

∣'(f(x)) − '(l)∣∣, Ô. Å.
∀" > 0 ∃A ∈ A : ∀x ∈ A ∣

∣'(f(x)) − '(l)∣∣ < ":ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÒÅÄÅÌÁ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ limA '◦f = '(l) �Ï ÍÅÔÒÉËÅ × R. ðÏÓËÏÌØËÕf : X → R; f(x); l ∈ R, ' : R → (−1; 1), ÔÏ '(f(x)); '(l) ∈ (−1; 1). æÕÎË�ÉÑ '−1(t) =t√1−t2 ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ (−1; 1), �ÏÜÔÏÍÕ �Ï ×ÔÏÒÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï �ÒÅÄÅÌÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ,lim
A

'−1 ◦ ' ◦ f = '−1('(l)); Ô. Å. lim
A

f = l �Ï ÍÅÔÒÉËÅ × R:



6 ðï�åðõî á. ÷.�ÅÏÒÅÍÁ 1.3 (ï �ÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ).ðÕÓÔØ (X; �) | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, E ⊂ X; f : E → Rn, f1; : : : ; fn | ÅÇÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. �ÏÇÄÁf ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ a ⇔ ∀k = 1; : : : ; n fk ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ aäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. A = {B(a; Æ) ∩ E | Æ > 0}.f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ a ⇔ lim
A

f = f(a) = (f1(a); : : : ; fn(a)):ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï �ÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 2.9 ÉÚ ÇÌÁ×Ù "�ÅÏÒÉÑ �ÒÅÄÅÌÏ×")lim
A

f = f(a) = (f1(a); : : : ; fn(a)) ⇔ ∀k = 1; : : : ; n lim
A

fk = fk(a) ⇔
⇔ ∀k = 1; : : : ; n fk ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ a:2. äÌÉÎÁ �ÕÔÉ ËÁË �ÒÅÄÅÌ. �ÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ.ñ ÉÚÌÁÇÁÌ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÄÌÉÎÅ �ÕÔÉ × ÓÏÓÔÁ×Å ÇÌÁ×Ù Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ É ÓÔÒÏÇÏÏ�ÒÅÄÅÌÑÌ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÄÌÉÎÙ ÄÕÇÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÎÅ ÉÓ�ÏÌØ-ÚÕÑ �ÌÏÝÁÄÅÊ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á limx→0 sinxx = 1 ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÉÎÙÄÕÇÉ ÞÅÒÅÚ �ÒÏÅË�ÉÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1 (ðÕÔØ, ÎÏÓÉÔÅÌØ �ÕÔÉ, ÚÁÍËÎÕÔÙÊ �ÕÔØ).îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 
 : [a; b℄ → Rn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÕÔ£Í × Rn. íÎÏÖÅÓÔ×Ïim 
 = {
(t) | t ∈ [a; b℄} ⊂ Rn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ �ÕÔÉ 
. �ÏÞËÁ 
(a) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÎÁÞÁÌÏÍ �ÕÔÉ 
, ÔÏÞËÁ 
(b) | ËÏÎ�ÏÍ �ÕÔÉ 
. åÓÌÉ 
(a) = 
(b), �ÕÔØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÚÁÍËÎÕÔÙÍ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ 
(t) = x = (x1; : : : ; xn), ÔÏÇÄÁ















x1 = 
1(t)...xn = 
n(t) 
1; : : : ; 
n | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ 
:ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï �ÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ
 | �ÕÔØ (ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÅÎ ÎÁ [a; b℄) ⇔ 
1; : : : ; 
n | ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ ÎÁ [a; b℄:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.2 (äÒÏÂÌÅÎÉÅ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ, ÄÌÉÎÁ ÌÏÍÁÎÏÊ ÎÁ �ÕÔÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑÄÒÏÂÌÅÎÉÀ). ðÕÓÔØ a = t0 < t1 < : : : < tm = b; � = {t0; : : : ; tm}. ëÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÒÏÂÌÅÎÉÅÍ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ [a; b℄.
|
(ti+1)− 
(ti)| | ÄÌÉÎÁ ×ÅËÔÏÒÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ ÔÏÞËÉ 
(ti) É 
(ti+1) ÎÁ �ÕÔÉ.p(�) = m−1

∑i=0 |
(ti+1)− 
(ti)| | ÄÌÉÎÁ ÌÏÍÁÎÏÊ ÎÁ �ÕÔÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÄÒÏÂÌÅÎÉÀ �:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.3 (ïÂÏÂÝ£ÎÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ).ðÕÓÔØ A 6= ∅ É × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A ÚÁÄÁÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ "≻" (�ÒÅÄ�ÏÒÑÄÏË) ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:1) � ≻ � É � ≻ 
 ⇒ � ≻ 
;2) ÄÌÑ ∀�; � ∈ A ∃
 ∈ A: 
 ≻ � É 
 ≻ �.�ÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : A → X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ Ó ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×ÏÍ ÉÎÄÅËÓÏ× A É ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: f(�) = x�, ×ÓÑÏÂÏÂÝ£ÎÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ | {x�}�∈A.



ðòéìïöåîéñ �åïòéé ðòåäåìï÷ ðï âáúå ë ï�äåìøîùí þáó�ñí ëõòóá 7ðÒÉÍÅÒ 1. ïÂÙÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {xn}n∈N; A = N; m ≻ n ⇔ m > n ×ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ. ðÒÏ×ÅÒËÁ Ó×ÏÊÓÔ× ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ:1) m > n É n > p ⇒ m > p | ÏÂÙÞÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï �ÏÒÑÄËÁ × N.2) ∀m;n ∈ N ∃p = max{m;n}+ 1 ⇒ p > m É p > n.ðÒÉÍÅÒ 2. A = {� ⊂ [a; b℄ | � | ËÏÎÅÞÎÏ, a; b ∈ �} | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÄÒÏÂÌÅÎÉÊ�ÒÏÍÅÖÕÔËÁ [a; b℄. �ÏÇÄÁ A 6= ∅ (ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {a; b} ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ A).ðÒÅÄ�ÏÒÑÄÏË: �1 ≻ �2 ⇔ �1 ⊃ �2 (ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á). ðÒÏ×ÅÒËÁ Ó×ÏÊÓÔ×:1) �1 ⊃ �2 É �2 ⊃ �3 ⇒ �1 ⊃ �3 | ÏÞÅ×ÉÄÎÏ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×.2) ∀�1; �2 ∈ A �1 ∪ �2 ∈ A; �1 ∪ �2 ⊃ �1; �1 ∪ �2 ⊃ �2.ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÆÕÎË�ÉÑ {p(�)}�∈A | ÏÂÏÂÝ£ÎÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.ðÒÉÍÅÒ 3. ðÕÓÔØ T | ÎÅ�ÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, f : T → R | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, f(t) = xt.ïÂÏÚÎÁÞÉÍA = {K ⊂ T | K | ÎÅ�ÕÓÔÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï}; sK = ∑t∈K xt:ðÒÅÄ�ÏÒÑÄÏË × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A | ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÉÍÅÒÕ 2 (�Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ). ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÀ, {sK}K∈A | ÏÂÏÂÝ£ÎÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. üÔÏÔ �ÒÉÍÅÒ ÎÁÊÄ£Ô �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ�ÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÕÍÍÙ ÞÉÓÌÏ×ÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á.ìÅÍÍÁ 2.1. ðÕÓÔØ {x�}�∈A | ÏÂÏÂÝ£ÎÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. äÌÑ � ∈ A ÏÂÏÚÎÁ-ÞÉÍ A� = {� ∈ A | � ≻ �}. �ÏÇÄÁ A = {A� | � ∈ A} | ÂÁÚÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.A 6= ∅ ⇒ ∃� ∈ A ⇒ ∃A�; Ô. Å. ÓÉÓÔÅÍÁ ÍÎÏÖÅÓÔ× A = {A� | � ∈ A} | ÎÅ �ÕÓÔÁ:ðÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ 2 ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÎÄÅËÓÏ× (ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ � = �):
∀� ∈ A ∃
 ∈ A: 
 ≻ � ⇒ ∀A� 6= ∅:ðÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ 2 ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÎÄÅËÓÏ× ÄÌÑ ∀�; � ∈ A ∃
 ∈ A: 
 ≻ � É 
 ≻ �. �ÏÇÄÁÄÌÑ ∀Æ ∈ A
 �ÏÌÕÞÁÅÍ �Ï Ó×ÏÊÓÔ×Õ 1 ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÎÄÅËÓÏ×:Æ ≻ 
; 
 ≻ � É 
 ≻ � ⇒ Æ ≻ � É Æ ≻ � ⇒ Æ ∈ A� É Æ ∈ A� ; Ô. Å. A
 ⊂ A� ∩ A� :ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.4 (ðÒÅÄÅÌ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ).ðÕÓÔØ (X; �) | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, {x�}�∈A | ÏÂÏÂÝ£ÎÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × X. ðÒÅÄÅÌ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ {x�}�∈A �Ï ÂÁÚÅ A = {A� | � ∈ A}ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌÏÍ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ðÏ ÏÂÝÅÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÒÅ-ÄÅÌÁ �Ï ÂÁÚÅ (Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.2 ÉÚ ÇÌÁ×Ù "�ÅÏÒÉÑ �ÒÅÄÅÌÏ×"):l = limx� ⇔ ∀" > 0 ∃A�0 ∈ A : ∀� ∈ A�0 �(x�; l) < " ⇔

⇔ ∀" > 0 ∃�0 ∈ A: ∀� ≻ �0 �(x�; l) < ":ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ: ×ÓÑ ÔÅÏÒÉÑ �ÒÅÄÅÌÏ× �ÒÉÍÅÎÉÍÁ Ë ÏÂÏÂÝ£ÎÎÙÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.5 (÷ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÅ É ÕÂÙ×ÁÀÝÉÅ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ).ðÕÓÔØ {x�}�∈A | ÏÂÏÂÝ£ÎÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × R ÉÌÉ R.
{x�}�∈A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ, ÅÓÌÉ � ≻ � ⇒ x� > x� : ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: x� ↑ :
{x�}�∈A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ, ÅÓÌÉ � ≻ � ⇒ x� 6 x� : ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: x� ↓ :�ÅÏÒÅÍÁ 2.1 (ðÒÅÄÅÌ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ).åÓÌÉ x� ↑, ÔÏ ∃ limx� = sup{x� | � ∈ A}.åÓÌÉ x� ↓, ÔÏ ∃ limx� = inf{x� | � ∈ A}.



8 ðï�åðõî á. ÷.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ {x�}�∈A ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ x� ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ �Ï ÂÁÚÅ
A = {A� | � ∈ A}. äÌÑ ∀� ∈ A ∃A� ∈ A : ∀� ∈ A� � ≻ � ⇒ x� > x�, Ô. Å.×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �Ï ÂÁÚÅ (Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.1ÉÚ ÇÌÁ×Ù "�ÅÏÒÉÑ �ÒÅÄÅÌÏ×"). �ÏÇÄÁ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ Ï �ÒÅÄÅÌÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ(ÔÅÏÒÅÍÁ 5.3 ÉÚ ÇÌÁ×Ù "�ÅÏÒÉÑ �ÒÅÄÅÌÏ×") ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ limA x� = sup{x� | � ∈ A}.äÌÑ ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ | ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (�ÒÏ×ÅÒÑÅÍ Å£ ÕÂÙ-×ÁÎÉÅ �Ï ÂÁÚÅ A).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.6 (äÌÉÎÁ �ÕÔÉ).ðÕÓÔØ 
 : [a; b℄ → Rn | �ÕÔØ, � | ÄÒÏÂÌÅÎÉÅ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ [a; b℄; p(�) | ÄÌÉÎÁ ÌÏÍÁ-ÎÏÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÄÒÏÂÌÅÎÉÀ � . äÌÉÎÏÊ �ÕÔÉ 
 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌ ÄÌÉÎ ÌÏÍÁ-ÎÙÈ ÎÁ �ÕÔÉ (�ÒÅÄÅÌ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {p(�)}�∈A).�ÅÏÒÅÍÁ 2.2 (óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÄÌÉÎÙ �ÕÔÉ).ðÕÓÔØ 
 : [a; b℄ → R

n | �ÕÔØ, � | ÄÒÏÂÌÅÎÉÅ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ [a; b℄; p(�) | ÄÌÉÎÁ ÌÏÍÁ-ÎÏÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÄÒÏÂÌÅÎÉÀ � . �ÏÇÄÁ ∃ lim p(�) = sup{p(�) | � ∈ A}.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {p(�)}�∈A ×ÏÚÒÁ-ÓÔÁÅÔ. ðÕÓÔØ � ′ ≻ � ⇒ � ′ ⊃ � , Ô. Å. ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï � ′ ÓÏÄÅÒÖÉÔ k ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈÔÏÞÅË �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó � . äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ p(� ′) > p(�) ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï k.1) k = 1, Ô. Å. � ′ = � ∪ {t′} (�ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÁ ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÁÑ ÍÅÖÄÕÔÏÞËÁÍÉ ti0 É ti0+1: ti0 < t′ < ti0+1. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÅÔÒÉËÉ × Rn �(
(ti0+1); 
(ti0 ) 6�(
(ti0+1); 
(t′) + �(
(t′); 
(ti0), Ô. Å. |
(ti0+1)− 
(ti0 | 6 |
(ti0+1)− 
(t′)|+ |
(t′)− 
(ti0 |.p(�) = i0−1
∑i=0 |
(ti+1)− 
(ti)|+ |
(ti0+1)− 
(ti0 |+ m−1

∑i=i0+1 |
(ti+1)− 
(ti)| 6

6

i0−1
∑i=0 |
(ti+1)−
(ti)|+ |
(t′)−
(ti0 |+ |
(ti0+1)−
(t′)|+ m−1

∑i=i0+1 |
(ti+1)−
(ti)| = p(� ′):2) ðÕÓÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÄÌÑ k ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÄÏËÁÖÅÍ ÄÌÑ k + 1.� ′ = � ∪ {t1; : : : ; tk+1} = � ′′ ∪ {tk+1}; ÇÄÅ � ′′ = � ∪ {t1; : : : ; tk}:ðÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÄÌÑ k ÔÏÞÅË É ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ �ÒÉÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÏÊ ÔÏÞËÉp(�) 6 p(� ′′) 6 p(� ′) | ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÅ {p(�)}�∈A ÄÏËÁÚÁÎÏ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ:ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï �ÒÅÄÅÌÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (ÔÅÏÒÅÍÁ 5.3 ÉÚ ÇÌÁ×Ù "�ÅÏÒÉÑ �ÒÅÄÅ-ÌÏ×") ∃ lim p(�) = sup{p(�) | � ∈ A}. äÌÉÎÁ �ÕÔÉ 
 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ l(
).úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ∀p(�) > 0, ÔÏ 0 6 l(
) = sup{p(�) | � ∈ A} 6 +∞.�ÅÏÒÅÍÁ 2.3 (áÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔØ ÄÌÉÎÙ �ÕÔÉ).ðÕÓÔØ 
 : [a; b℄ → Rn | �ÕÔØ, a < 
 < b; 
1 = 
|[a;
℄; 
2 = 
|[
;b℄.�ÏÇÄÁ l(
) = l(
1) + l(
2).



ðòéìïöåîéñ �åïòéé ðòåäåìï÷ ðï âáúå ë ï�äåìøîùí þáó�ñí ëõòóá 9äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.ðÕÓÔØ �1 = {t0; : : : ; tk} | ÄÒÏÂÌÅÎÉÅ [a; 
℄ : a = t0 < t1 < : : : < tk = 
;�2 = {tk; : : : ; tm} | ÄÒÏÂÌÅÎÉÅ [
; b℄ : 
 = tk < tk+1 < : : : < tm = b:�ÏÇÄÁ � = �1 ∪ �2 = {t0; : : : ; tk; : : : ; tm} | ÄÒÏÂÌÅÎÉÅ [a; b℄:p(�) = m−1
∑i=0 ∣

∣ 
(ti+1)− 
(ti)∣∣ = k−1
∑i=0 ∣

∣ 
(ti+1)− 
(ti)∣∣+ m−1
∑i=k ∣

∣ 
(ti+1)− 
(ti)∣∣ == p(�1) + p(�2) ⇒ p(�) > p(�1); p(�2) (ÏÂÅ ÓÕÍÍÙ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ):åÓÌÉ l(
1) = sup{p(�1) | �1 | ÄÒÏÂÌÅÎÉÅ [a; 
℄} = +∞;ÔÏ ÄÌÑ ∀M ∈ R ∃p(�1) > M ⇒ p(�) > M ⇒
⇒ l(
) = sup{p(�) | � | ÄÒÏÂÌÅÎÉÅ [a; b℄} = +∞ ⇒ l(
) = l(
1) + l(
2):áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ l(
2) = +∞, ÔÏ l(
) = l(
1) + l(
2). ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑl(
1) < +∞; l(
2) < +∞.1) ðÕÓÔØ � | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÄÒÏÂÌÅÎÉÅ ÏÔÒÅÅÚËÁ [a; b℄. åÓÌÉ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å � ÎÅÔ ÔÏÞËÉ
, ÔÏ ÏÂÒÁÚÕÅÍ ÄÒÏÂÌÅÎÉÅ � ′ = � ∪{
}, Á ÅÓÌÉ 
 ∈ � , ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍ � ′ = � . ÷ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ�1 = � ′ ∩ [a; 
℄ | ÄÒÏÂÌÅÎÉÅ [a; 
℄; �2 = � ′ ∩ [
; b℄ | ÄÒÏÂÌÅÎÉÅ [
; b℄; � ′ = �1 ∪ �2:÷ ÔÅÏÒÅÍÅ 2.2 (ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÄÌÉÎÙ �ÕÔÉ) ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ {p(�)}�∈A ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. �ÏÇÄÁp(�) 6 p(� ′) = p(�1) + p(�2) 6 sup{p(�1)}+ sup{p(�2)} = l(
1) + l(
2):l(
1) + l(
2) | ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎÉ�Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {p(�)} ⇒ l(
) = sup{p(�)} 6 l(
1) + l(
2):2) äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ " > 0 l(
1)− " < l(
1) = sup{p(�1)}, Ô. Å. l(
1)− " ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {p(�1)} ⇒ ∃�1 | ÄÒÏÂÌÅÎÉÅ [a; 
℄ : p(�1) > l(
1)− ".áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ∃�2 | ÄÒÏÂÌÅÎÉÅ [
; b℄ : p(�2) > l(
2)− ":�ÏÇÄÁ ÄÌÑ � = �1 ∪ �2 | ÄÒÏÂÌÅÎÉÑ [a; b℄ p(�) = p(�1) + p(�2) > l(
1) + l(
2)− 2"⇒

⇒ l(
) = sup{p(�)} > p(�) > l(
1) + l(
2)− 2":÷ ÜÔÏÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å �ÅÒÅÊÄ£Í Ë �ÒÅÄÅÌÕ �ÒÉ " → 0+ (�Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 5.1 ÉÚ ÇÌÁ×Ù "�ÅÏÒÉÑ�ÒÅÄÅÌÏ×"), �ÏÌÕÞÉÍ l(
) > l(
1) + l(
2). éÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × �. 1 ÔÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ:l(
) = l(
1) + l(
2).�ÅÏÒÅÍÁ 2.4 (ï�ÅÎËÉ ÄÌÉÎÙ �ÕÔÉ ÞÅÒÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ).ðÕÓÔØ 
 : [a; b℄ → Rn | �ÕÔØ, 
1; : : : ; 
n | ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. �ÏÇÄÁ1) ∀i = 1; : : : ; n l(
) > |
i(b)− 
i(a)|.2) åÓÌÉ ×ÓÅ 
i | ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÔÏ l(
) 6
n
∑i=1 |
i(b)− 
i(a)|.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1) ðÕÓÔØ �0 = {a; b}; � = {t0; : : : ; tm} : a = t0 < : : : < tm = b,p(�0) = |
(b) − 
(a)|; p(�) = m−1

∑k=0 |
(tk+1) − 
(tk)|. ÷ ÔÅÏÒÅÍÅ 2.2 Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉÄÌÉÎÙ �ÕÔÉ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {p(�)}�∈A ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ.ðÏÓËÏÌØËÕ � ⊃ �0, p(�) > p(�0). ðÏ Ï�ÅÎËÅ ÄÌÉÎÙ ×ÅËÔÏÒÁ ÞÅÒÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ
∀i = 1; : : : ; n |
i(b)− 
i(a)| 6 |
(b)− 
(a)| = p(�0) 6 p(�) 6 sup{p(�)} = l(
):



10 ðï�åðõî á. ÷.2) ðÏ Ï�ÅÎËÅ ÄÌÉÎÙ ×ÅËÔÏÒÁ ÞÅÒÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ
|
(tk+1)− 
(tk)| 6

n
∑i=1 |
i(tk+1)− 
i(tk)| ⇒

⇒ p(�) = m−1
∑k=0 |
(tk+1)− 
(tk)| 6

m−1
∑k=0 n

∑i=1 |
i(tk+1)− 
i(tk)| = n
∑i=1 m−1

∑k=0 |
i(tk+1)− 
i(tk)|:m−1
∑k=0 (
i(tk+1)− 
i(tk)) = −
i(t0) + 
i(t1)− 
i(t1) + 
i(t2)− : : :: : :+ 
i(tm−1)− 
i(tm−1) + 
i(tm) = 
i(tm)− 
i(t0) = 
i(b)− 
i(a):ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎË�ÉÑ 
i ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ, ×ÓÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ 
i(tk+1)−
i(tk) | ÏÄÎÏÇÏ ÚÎÁËÁ, Á ÔÏÇÄÁÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÓÕÍÍÙ ÔÁËÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ÉÈ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ:m−1

∑k=0 |
i(tk+1)− 
i(tk)| = ∣

∣

∣

∣

m−1
∑k=0 (
i(tk+1)− 
i(tk))∣∣∣

∣

= |
i(b)− 
i(a)| ⇒
⇒ p(�) 6

n
∑i=1 |
i(b)− 
i(a)| ⇒ l(
) = sup{p(�)} 6

n
∑i=1 |
i(b)− 
i(a)|:óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ðÕÔØ Ó ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ | Ó�ÒÑÍÌÑÅÍ.�ÅÏÒÅÍÁ 2.5 (îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÄÌÉÎÙ �ÕÔÉ Ó ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÆÕÎË�É-ÑÍÉ).ðÕÓÔØ 
 : [a; b℄ → Rn | �ÕÔØ, ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ 
1; : : : ; 
n | ÍÏÎÏÔÏÎÎÙ.�ÏÇÄÁ ÄÌÑ a 6 
 6 b ÆÕÎË�ÉÑ f(
) = l(
|[a;
℄) | ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 
1; : : : ; 
n | ÍÏÎÏÔÏÎÎÙ ⇒ 
|[a;
℄ | Ó�ÒÑÍÌÑÅÍ, Ô. Å. f(
) < +∞.ðÕÓÔØ a 6 
1 < 
2 6 b. ðÏ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ �ÕÔÉl(
|[a;
2℄) = l(
|[a;
1℄) + l(
|[
1;
2℄); Ô. Å. f(
2) = f(
1) + l(
|[
1;
2℄) > f(
1) ⇒ f ր :0 6 f(
2)− f(
1) = l(
|[
1;
2℄) 6

n
∑i=1 |
i(
2)− 
i(
1)| (∗)(�Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ Ï�ÅÎËÁÈ ÄÌÉÎÙ �ÕÔÉ ÞÅÒÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ). ÷ÓÅ 
i ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÎÁ [a; b℄ ⇒ lim
2→
1+ 
i(
2) = 
i(
1) ⇒ lim
2→
1+ |
i(
2)− 
i(
1)| = 0⇒

⇒ lim
2→
1+ n
∑i=1 |
i(
2)− 
i(
1)| = 0 (�ÒÅÄÅÌ ÓÕÍÍÙ):ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÚÁÖÁÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 5.2 ÉÚ ÇÌÁ×Ù "�ÅÏÒÉÑ �ÒÅÄÅÌÏ×") É ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×ÁÈ (*) ÔÏÇÄÁ lim
2→
1+ (f(
2) − f(
1)) = 0, Ô. Å. lim
2→
1+ f(
2) = f(
1) ⇒ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÓ�ÒÁ×Á × ÔÏÞËÅ 
1 : a 6 
1 < b.ðÏÓËÏÌØËÕ f ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, f(
1) 6 f(
2) ⇒ |f(
1)− f(
2)| = f(
2)− f(
1). �ÏÇÄÁ �Ï (*)0 6 |f(
1)− f(
2)| 6

n
∑i=1 |
i(
2)− 
i(
1)| = n

∑i=1 |
i(
1)− 
i(
2)|:



ðòéìïöåîéñ �åïòéé ðòåäåìï÷ ðï âáúå ë ï�äåìøîùí þáó�ñí ëõòóá 11ðÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ 
i ÎÁ [a; b℄ lim
1→
2− 
i(
1) = 
i(
2) ⇒ lim
1→
2− |
i(
1) − 
i(
2)| = 0.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÌÕÞÁÀ �ÒÅÄÅÌÁ × ÔÏÞËÅ 
1 Ó�ÒÁ×Á �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÚÁÖÁÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �ÏÌÕÞÉÍ:lim
1→
2− |f(
1)− f(
2)| = 0⇒ lim
1→
2− f(
1) = f(
2); Ô. Å. f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÓÌÅ×Á × ÔÏÞËÅ 
2;a < 
2 6 b. ÷ ÉÔÏÇÅ �ÏÌÕÞÉÌÉ: f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ (Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÅ) × ÔÏÞËÁÈ 
 : a < 
 < b,ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ Ó�ÒÁ×Á × ÔÏÞËÅ a É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÓÌÅ×Á × ÔÏÞËÅ b, Ô. Å. ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ [a; b℄.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ: ÅÓÌÉ �ÕÔØ 
Ó�ÒÑÍÌÑÅÍ, ÔÏ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ (ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÂ-ÈÏÄÉÍÏÊ) | ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.7 (úÁÍÅÎÁ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ ÎÁ �ÕÔÉ).ðÕÓÔØ 
 : [a; b℄ → Rn | �ÕÔØ, ' : [p; q℄ ÎÁ−→ [a; b℄; ' | ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ. �ÏÇÄÁ' ÂÉÅËÔÉ×ÎÁ (ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÔÒÏÇÏÊ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ). '([p; q℄) = [a; b℄(�ÒÏÍÅÖÕÔÏË), �ÏÜÔÏÍÕ ' ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ "ðÒÉÚÎÁË ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÍÏÎÏ-ÔÏÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ". ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 
1 = 
 ◦ 'ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ, 
1 : [p; q℄ → Rn, Ô. Å. 
1 | �ÕÔØ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ �ÕÔØ 
1�ÏÌÕÞÅÎ ÉÚ �ÕÔÉ 
 ÚÁÍÅÎÏÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ.ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎË�ÉÑ ' ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ É ÂÉÅËÔÉ×ÎÁ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ '−1 : [a; b℄ ÎÁ−→ [p; q℄| ÔÏÖÅ ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ. �ÏÇÄÁ 
 = 
 ◦ ' ◦ '−1 = 
1 ◦ '−1, Ô. Å. É 
�ÏÌÕÞÅÎ ÉÚ 
1 ÚÁÍÅÎÏÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 2.6 (óÏÈÒÁÎÅÎÉÅ ÄÌÉÎÙ �ÕÔÉ �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ).åÓÌÉ �ÕÔØ 
1 �ÏÌÕÞÅÎ ÉÚ �ÕÔÉ 
 ÚÁÍÅÎÏÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ, ÔÏ l(
1) = l(
).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ 
 : [a; b℄ → Rn; ' : [p; q℄ ÎÁ−→ [a; b℄; ' | ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ,
1 = 
 ◦ '. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÒÏÂÌÅÎÉÅ � ′ = {uo; : : : ; um}; p = u0 < u1 < : : : < um = q.åÓÌÉ ' ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, ÔÏ a = '(p) = '(u0) < '(u1) < : : : < '(um) = '(q) = b. ïÂÏÚÎÁÞÉÍti = '(ui), ÔÏÇÄÁ � = {t0; : : : ; tm} | ÄÒÏÂÌÅÎÉÅ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ [a; b℄ É � = '(� ′) (ÏÂÒÁÚÍÎÏÖÅÓÔ×Á). äÌÉÎÁ ÌÏÍÁÎÏÊ ÎÁ �ÕÔÉ 
, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÄÒÏÂÌÅÎÉÀ � :p(�) = m−1
∑i=0 |
(ti+1)− 
(ti)| = m−1

∑i=0 |
('(ui+1))− 
('(ui))| = m−1
∑i=0 |
1(ui+1)− 
1(ui)| = p(� ′)(ÄÌÉÎÁ ÌÏÍÁÎÏÊ ÎÁ �ÕÔÉ 
1, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÄÒÏÂÌÅÎÉÀ � ′).åÓÌÉ ' ÕÂÙ×ÁÅÔ, ÔÏ b = '(p) = '(u0) > '(u1) > : : : > '(um) = '(q) = a, Ô. Å.� = {t0; : : : ; tm} | ÄÒÏÂÌÅÎÉÅ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ [a; b℄ É � = '(� ′), ÔÏÌØËÏ ÔÏÞËÉ ti = '(ui)ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ × ÕÂÙ×ÁÀÝÅÍ �ÏÒÑÄËÅ. äÌÑ �ÕÔÉ 
 ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÍ ÉÈ × ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÍ �Ï-ÒÑÄËÅ: a = tm < tm−1 < : : : < t0 = b, ÔÏÇÄÁ ÄÌÉÎÁ ÌÏÍÁÎÏÊ ÎÁ �ÕÔÉ 
:p(�) = i=0

∑i=m−1 |
(ti)− 
(ti+1)| = i=0
∑i=m−1 |
(ti+1)− 
(ti)| (�ÏÓËÏÌØËÕ |x| = | − x|):i=0

∑i=m−1 |
(ti+1)−
(ti)| = i=0
∑i=m−1 |
('(ui+1))−
('(ui))| = i=0

∑i=m−1 |
1(ui+1)−
1(ui)| = p(� ′)(ÄÌÉÎÁ ÌÏÍÁÎÏÊ ÎÁ �ÕÔÉ 
1, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÄÒÏÂÌÅÎÉÀ � ′, ÔÏÌØËÏ ÄÌÉÎÙ Ú×ÅÎØÅ×ÓÕÍÍÉÒÕÀÔÓÑ × �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ).ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '−1 ÌÀÂÏÍÕ ÄÒÏÂÌÅÎÉÀ � �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ[a; b℄ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÄÒÏÂÌÅÎÉÅ � ′ = '−1(�) �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ [p; q℄, �ÒÉ ÜÔÏÍ �Ï ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ



12 ðï�åðõî á. ÷.p(� ′) = p(�), Ô. Å. ÍÅÖÄÕ ÄÒÏÂÌÅÎÉÑÍÉ �ÒÏÍÅÖÕÔËÏ× [a; b℄ É [p; q℄ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÄÌÉÎÙ ÌÏÍÁÎÙÈ ÎÁ �ÕÔÑÈ 
 É 
1. �ÏÇÄÁl(
1) = sup{p(� ′) | � ′ | ÄÒÏÂÌÅÎÉÅ [p; q℄} = sup{p(�) | � | ÄÒÏÂÌÅÎÉÅ [a; b℄} = l(
):ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.8 (ðÒÏÓÔÏÊ �ÕÔØ, �ÒÏÓÔÁÑ ËÒÉ×ÁÑ).ðÕÓÔØ 
 : [a; b℄ → Rn | �ÕÔØ.1) åÓÌÉ 
 ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ, ÔÏ 
 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÕÔ£Í.2) åÓÌÉ 
 | ÚÁÍËÎÕÔÙÊ �ÕÔØ É 
(t) = 
(t′) ⇒ {t; t′} = {a; b}, ÔÏ 
 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ�ÒÏÓÔÙÍ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÕÔ£Í.åÓÌÉ 
 | �ÒÏÓÔÏÊ �ÕÔØ (ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÉÌÉ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÙÊ), ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M = 
([a; b℄)ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÏÊ ËÒÉ×ÏÊ.ìÅÍÍÁ 2.2. åÓÌÉ 
 : [a; b℄ → Rn | �ÒÏÓÔÏÊ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÙÊ �ÕÔØ, M = 
([a; b℄), ÔÏÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 
−1 : M → [a; b℄ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 
−1 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ× ÔÏÞËÅ x ∈ M . ðÏ ÏÔÒÉ�ÁÎÉÀ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ "ÎÁ ÑÚÙËÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ" ÜÔÏÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {xn}n∈N ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ xn ∈ M; xn → x,ÎÏ ÄÌÑ tn = 
−1(xn) tn 6→ t = 
−1(x). �ÏÇÄÁ ∃" > 0: ∀N ∈ N ∃n > N : |tn − t| > ".÷ÙÂÅÒÅÍ n1 > 1: |t1 − t| > ". ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÕÖÅ ×ÙÂÒÁÎÙ n1 < : : : < nk ÔÁËÉÅ,ÞÔÏ ∀i = 1; : : : k |tni − t| > ". �ÏÇÄÁ ÄÌÑ N = nk ×ÙÂÅÒÅÍ nk+1 > nk : |tnk+1 − t| > ".�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÓÉÌÕ �ÒÉÎ�É�Á ÉÎÄÕË�ÉÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {tnk}k∈N,ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ∀k ∈ N |tnk − t| > ".tnk = 
−1(xnk ) ∈ [a; b℄, ÔÏÇÄÁ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ âÏÌØ�ÁÎÏ-÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Å£ �ÏÄ-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {tnkl }l∈N, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ tnkl → t′. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï �ÒÅÄÅÌØÎÏÍ �ÅÒÅÈÏÄÅ× ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å a 6 tnkl 6 b ⇒ a 6 t′ 6 b, Ô. Å. t′ ∈ [a; b℄, �ÒÉ ÜÔÏÍ |tnkl − t| > " ⇒ t′ 6= t.ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 
 ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ, tnkl → t′ ⇒ xnkl = 
(tnkl ) → 
(t′).xn → x ⇒ xnkl → x = 
(t) (�ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ). ðÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ �ÒÅÄÅÌÁ
(t) = 
(t′), ÎÏ t′ 6= t | �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØÀ 
.ìÅÍÍÁ 2.3. åÓÌÉ ' : [a; b℄ → R ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ É ÉÎßÅËÔÉ×ÎÁ, ÔÏ ' ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ '(a) = p; '(b) = q, ÔÏÇÄÁ × ÓÉÌÕ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ p 6= q.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ p < q.1) äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ∀x : a < x < b p < '(x) < q. éÚ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ'(x) 6= p; '(x) 6= q.Á) ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ '(x) < p, Ô. Å. '(x) < p < q = '(b). ðÏÓËÏÌØËÕ ' ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÁ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ âÏÌØ�ÁÎÏ-÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ Ï �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔx1 ∈ [x; b℄ : '(x1) = p = '(a), �ÒÉ ÜÔÏÍ x1 > x > a | �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØÀ.Â) ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ '(x) > q, Ô. Å. '(a) = p < q < '(x). ðÏÓËÏÌØËÕ ' ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÁ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ âÏÌØ�ÁÎÏ-÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ Ï �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔx2 ∈ [a;x℄ : '(x2) = q = '(b), �ÒÉ ÜÔÏÍ x2 6 x < b | �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØÀ.ðÏÌÕÞÉÌÉ: ÄÌÑ ∀x1; x2 : a < x1 < x2 < b '(a) < '(x1) < '(b) (�Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ 1).�Å�ÅÒØ �ÒÉÍÅÎÉÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1 Ë �ÒÏÍÅÖÕÔËÕ [x1; b℄:x1 < x2 < b; '(x1) < '(b) ⇒ '(x1) < '(x2) < '(b); Ô. Å. '(x1) < '(x2):åÓÌÉ a = x1 < x2 < b, ÔÏ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ: '(x1) < '(x2).åÓÌÉ a < x1 < x2 = b, ÔÏ �Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ 1 '(a) < '(x1) < '(x2) É ÅÓÌÉ x1 = a; x2 = b,



ðòéìïöåîéñ �åïòéé ðòåäåìï÷ ðï âáúå ë ï�äåìøîùí þáó�ñí ëõòóá 13ÔÏ �Ï ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ '(a) = p < q = '(b). ÷ ÉÔÏÇÅ:
∀x1; x2 ∈ [a; b℄ : x1 < x2 '(x1) < '(x2); Ô. Å. ÆÕÎË�ÉÑ ' ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ:åÓÌÉ p > q, ÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ ' ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ (×ÓÅ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á, × ËÏÔÏÒÙÈ ÕÞÁÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÑ ', ÚÁÍÅÎÑÀÔÓÑ ÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ).�ÅÏÒÅÍÁ 2.7 (îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÄÌÉÎÙ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ �ÕÔÉ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ-�ÉÉ).åÓÌÉ 
 : [a; b℄ → Rn; 
1 : [p; q℄ → Rn | �ÒÏÓÔÙÅ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÙÅ �ÕÔÉ É 
([a; b℄) = 
1([p; q℄),ÔÏ l(
) = l(
1).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ �ÕÔØ 
1 �ÏÌÕÞÅÎ ÉÚ �ÕÔÉ 
ÚÁÍÅÎÏÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ M = 
([a; b℄) = 
1([p; q℄). ðÏÓËÏÌØËÕ 
1 | �ÒÏÓÔÏÊÎÅÚÁÍËÎÕÔÙÊ �ÕÔØ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 
1 : [p; q℄ ÎÁ−→ M ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ É ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ. ðÏ ÌÅÍÍÅ2.2 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 
−1 : M ÎÁ−→ [a; b℄ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ É ÔÏÖÅ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ, ÔÏÇÄÁ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ
−1 ◦ 
1 : [p; q℄ ÎÁ−→ [a; b℄ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ É ÉÎßÅËÔÉ×ÎÁ. ðÏ ÌÅÍÍÅ 2.3:' = 
−1 ◦ 
1 : [p; q℄ ÎÁ−→ [a; b℄ ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ, Á ÔÏÇÄÁ 
1 = 
 ◦ 
−1 ◦ 
1 = 
 ◦ ':ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2.6 ÔÏÇÄÁ l(
) = l(
1).úÁÍÅÞÁÎÉÅ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÌÉÎÁ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ �ÕÔÉ ÔÏÖÅ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ (ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á).ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ ÄÌÑ ÌÅËÔÏÒÁ: ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÌÏÖÉÔØ ÓÔÕÄÅÎÔÁÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ (�ÒÅÄÕ�ÒÅ-ÄÉÔØ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÎÅ ÓÁÍÁÑ �ÒÏÓÔÁÑ). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 
1 = 
 ◦' ×ÅÒÎÏ ÔÏÌØËÏÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÎÁÞÁÌÁ É ËÏÎ�Ù �ÕÔÅÊ 
 É 
1 ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ.÷×ÉÄÕ ÜÔÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÌÉÎÕ �ÒÏÓÔÏÊ ËÒÉ×ÏÊM (ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁ�ÌÏÓËÏÓÔÉ) ËÁË ÄÌÉÎÕ ÌÀÂÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ �ÕÔÉ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ M .�ÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉòÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÓÔÏÊ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÙÊ �ÕÔØ
 : {x = √1− t2y = t ; t ∈ [0; 1℄ (ÎÏÓÉÔÅÌØ | �ÅÒ×ÁÑ ÞÅÔ×ÅÒÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ):ëÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ (Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÎÁÄ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ, ËÏÔÏ-ÒÙÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ: ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ É ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏx(t) ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ, Á y(t) ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, �ÏÜÔÏÍÕ �Ï ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.4ÏÂ Ï�ÅÎËÁÈ ÄÌÉÎÙ �ÕÔÉ �ÕÔØ 
 Ó�ÒÑÍÌÑÅÍ. þÉÓÌÏÍ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÄ×ÏÅÎÎÁÑ ÄÌÉÎÁ �ÕÔÉ
 (ÄÌÉÎÁ �ÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ 1). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2.4

|y(1)− y(0)| 6 l(
) 6 |x(1)− x(0)|+ |y(1)− y(0)|; Ô. Å. 1 6 l(
) 6 2⇒ 2 6 � 6 4:òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ l(y) = l(
|[0;y℄); y ∈ [0; 1℄ (ÄÌÉÎÁ ÄÕÇÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉÏÔ ÔÏÞËÉ (1; 0) ÄÏ ÔÏÞËÉ (x; y)). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2.5 (ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÄÌÉÎÙ �ÕÔÉ Ó ÍÏÎÏ-ÔÏÎÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ) ÆÕÎË�ÉÑ l ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ. åÓÌÉ 0 6 y1 < y2 6 1,ÔÏ �Ï ÔÅÏÒÅÍÁÍ ÏÂ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ �ÕÔÉ (2.3) É ÏÂ Ï�ÅÎËÁÈ ÄÌÉÎÙ �ÕÔÉ ÞÅÒÅÚËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ (2.4)l(y2) = l(
|[0;y2℄) = l(
|[0;y1℄)+l(
|[y1;y2℄) > l(y1)+(y2−y1) > l(y1) ⇒ l ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ:ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÂÒÁÚÅ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÉÎÉÍÁÅÍÙÈ ÅÀ ÚÎÁÞÅÎÉÊ | ÜÔÏ �ÒÏ-ÍÅÖÕÔÏË [l(0); l(1)℄ = [l(
|[0;0℄); l(
|[0;1℄)℄ = [0;�=2℄. ðÏÓËÏÌØËÕ l(y) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ É ÓÔÒÏÇÏ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Õ ÆÕÎË�ÉÉ l ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ



14 ðï�åðõî á. ÷.ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ l−1 : [0;�=2℄ ÎÁ−→ [0; 1℄. üÔÁÆÕÎË�ÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ sin, Ô. Å. y = sin l; l ∈ [0;�=2℄. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÔÏÞËÉ (x; y) ÎÁÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ x = √1− y2 = √1− sin2 l = 
os l (�Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ). ðÏÓËÏÌØËÕ sin ÓÔÒÏÇÏ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÎÁ [0;�=2℄, ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ 
os ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ sin É 
os ÄÌÑ ×ÔÏÒÏÊ ÞÅÔ×ÅÒÔÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ðÏ×ÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ �2 , ÅÓÌÉÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ R2 ËÁË ËÏÍ�ÌÅËÓÎÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ, ÜÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÞÉÓÌÏ i: T (x+ iy) =i(x+ iy) = −y+ ix. äÌÑ R2: T (x; y) = (−y; x). ðÒÉ ÜÔÏÍ �Ï×ÏÒÏÔÅ ÄÕÇÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÏÔÔÏÞËÉ (1; 0) ÄÏ ÔÏÞËÉ (x; y) �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÄÕÇÕ ÏÔ (0; 1) ÄÏ (−y; x).ðÏÓËÏÌØËÕ |T (z1)−T (z2)| = |iz1− iz2| = |i| · |z1− z2| = |z1− z2|, �Ï×ÏÒÏÔ T ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ, Ô. Å. ÄÌÉÎÙ ÌÏÍÁÎÙÈ ÎÁ �ÕÔÑÈ 
|[0;y℄ É T ◦ 
|[0;y℄ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, �ÏÜÔÏÍÕ ÉÄÌÉÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÄÕÇ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù. ðÏ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ ÄÌÉÎÁ ÄÕÇÉ l1 ÏÔ(1; 0) ÄÏ (−y; x) ÒÁ×ÎÁ l(
) + l(T ◦ 
|[0;y℄) = �2 + l. ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ sin É 
os ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ[�=2;�℄:y1 = sin l1 = sin(�2 + l) = x(l) = 
os l; x1 = 
os l1 = 
os(�2 + l) = −y(l) = − sin l:ðÏÓËÏÌØËÕ sin l1 = 
os l = 
os(l1 − �2) É 
os l1 = − sin l = − sin(l1 − �2), (ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ l = l1 − �2 Ó sin É 
os ÎÁ [0;�=2℄), ÔÏ ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ [�=2;�℄ sin É
os ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ É ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÀÔ. ðÏÓËÏÌØËÕ sin É 
os × ÔÏÞËÅ �2 ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ Ó�ÒÁ×ÁÉ ÓÌÅ×Á, × ÉÔÏÇÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ [0;�℄.äÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ sin É 
os ÎÁ [�; 3�=2℄ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �Ï×ÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ � (ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÎÁ -1): T1(x; y) = (−x;−y). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÌÉÎÙ ÄÕÇ ÏÔ (1; 0) ÄÏ (x; y) É ÏÔ (−1; 0) ÄÏ(−x;−y) ÏÄÉÎÁËÏ×Ù. ðÏ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ ÄÌÉÎÁ l2 ÄÕÇÉ ÏÔ (1; 0) ÄÏ (−x;−y) ÒÁ×ÎÁl(
) + l(T ◦ 
) + l(T1 ◦ 
|[0;y℄) = �2 + �2 + l = � + l.y2 = sin l2 = sin(� + l) = −y(l) = − sin l; x2 = 
os l2 = 
os(� + l) = −x(l) = − 
os l:áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕsin l2 = − sin l = − sin(l2 − �); 
os l2 = − 
os l = − 
os(l2 − �)(ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ l = l2− � Ó sin É 
os ÎÁ [0;�=2℄), ÔÏ ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ[�; 3�=2℄ sin É 
os ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ. éÚ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ sin É 
os × ÔÏÞËÅ � Ó�ÒÁ×Á É ÓÌÅ×ÁÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÎÁ [0; 3�=2℄.äÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ sin É 
os ÎÁ [3�=2; 2�℄ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �Ï×ÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ 3�2 (ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ
−i): T2(x+iy) = (−i)(x+iy) = y−ix. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÌÑ R

2: T2(x; y) = (y;−x). ðÒÉ ÜÔÏÍ�Ï×ÏÒÏÔÅ ÄÕÇÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÞËÉ (1; 0) ÄÏ ÔÏÞËÉ (x; y) �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÄÕÇÕ ÏÔ (0;−1) ÄÏ(y;−x), ÄÌÉÎÙ ÄÕÇ ÏÔ (1; 0) ÄÏ (x; y) É ÏÔ (−1; 0) ÄÏ (y;−x) ÏÄÉÎÁËÏ×Ù. ðÏ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔÉÄÌÉÎÙ ÄÌÉÎÁ l3 ÄÕÇÉ ÏÔ (1; 0) ÄÏ (y;−x) ÒÁ×ÎÁ l(
)+ l(T ◦ 
) + l(T1 ◦ 
) + l(T2 ◦ 
|[0;y℄) =�2 + �2 + �2 + l = 3�=2 + l.y3 = sin(3�2 + l) = −x(l) = − 
os l; x3 = 
os(3�2 + l) = y(l) = sin l:áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕsin l3 = − 
os l = − 
os(l3 − 3�2 ); 
os l3 = sin l = sin(l3 − 3�2 )(ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ l = l3− 3�2 Ó sin É 
os ÎÁ [0;�=2℄), ÔÏ ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ[3�=2; 2�℄ sin É 
os ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ. éÚ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ sin É 
os × ÔÏÞËÅ 3�2 Ó�ÒÁ×Á É ÓÌÅ×Á



ðòéìïöåîéñ �åïòéé ðòåäåìï÷ ðï âáúå ë ï�äåìøîùí þáó�ñí ëõòóá 15ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÎÁ [0; 2�℄. ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÎÁ R Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ �Ï 2�-�ÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ:sin lk = sin(2�k + l) = sin l; 
os lk = 
os(2�k + l) = 
os l; k ∈ Z; l ∈ [0; 2�℄:lk ∈ [2�k; 2�(k+1)℄; sin lk = sin l = sin(lk−2�k), �ÏÜÔÏÍÕ sin ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÅÎ ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔ-ËÁÈ [2�k; 2�(k+1)℄ ËÁË ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ l = lk−2�k É sin l; l ∈ [0; 2�℄.÷ ÔÏÞËÁÈ 2�k (ÏÂÝÁÑ ÔÏÞËÁ Ä×ÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ �ÒÏÍÅÖÕÔËÏ×) sin ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÅÎ ÓÌÅ×Á É Ó�ÒÁ×Á,Ô. Å. ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÅÎ (Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÅ). ÷ ÉÔÏÇÅ: sin ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÅÎ ÎÁ R. óÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏ-ÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ 
os ÎÁ R.ðÒÉ �Ï×ÏÒÏÔÅ ÎÁ ÕÇÏÌ l1 ÔÏÞËÁ (1; 0) �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÔÏÞËÕ (x1; y1) = (
os l1; sin l1) (�ÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ sin É 
os ÎÁ ×ÓÅÈ ÞÅÔ×ÅÒÔÑÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ). îÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÜÔÏÔ�Ï×ÏÒÏÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ 
os l1 + i sin l1. ðÏ×ÏÒÏÔ ÎÁÕÇÏÌ l1 + l2 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÞÉÓÌÏ 
os(l1 + l2) + i sin(l1 + l2) ÉÌÉÄ×ÕÍÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ �Ï×ÏÒÏÔÁÍÉ ÎÁ ÕÇÌÙ l1 É l2, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁÞÉÓÌÏ (
os l1+i sin l1)(
os l2+i sin l2) = 
os l1 
os l2−sin l1 sin l2+i(sin l1 
os l2+
os l1 sin l2).ïÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍ ÓÌÏÖÅÎÉÑ:
os(l1 + l2) = 
os l1 
os l2 − sin l1 sin l2; sin(l1 + l2) = sin l1 
os l2 + 
os l1 sin l2:ïÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ Þ£ÔÎÏÓÔÉ 
os É ÎÅÞ£ÔÎÏÓÔÉ sin: �Ï×ÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ −l | ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ,ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë �Ï×ÏÒÏÔÕ ÎÁ ÕÇÏÌ l. ðÏ×ÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ l ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ | ÜÔÏÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÞÉÓÌÏ 
os l+ i sin l, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÎÅÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ | ÜÔÏ ÕÍÎÏ-ÖÅÎÉÅ ÎÁ ÞÉÓÌÏ
os(−l) + i sin(−l) = 1
os l + i sin l = 
os l − i sin l
os2 l + sin2 l = 
os l − i sin l(�ÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÁ 
os l+ i sin l = x+ iy | ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, 
os2 l+ sin2 l = 1).ðÏÌÕÞÁÅÍ: 
os(−l) = 
os l; sin(−l) = − sin l.ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ × ÛËÏÌÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 2.8 (áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ÓÉÎÕÓÁ).liml→0 sin ll = 1; sin l ∼ l (l → 0):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÕÔØ ÎÁ �ÅÒ×ÏÊ ÞÅÔ×ÅÒÔÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ
1 : {x(t) = √1− t2y(t) = t ; t ∈ [0; y0℄; y0 ∈ [0; 1℄�ÏÇÄÁ l = l(
1) ÅÇÏ ÄÌÉÎÁ, ÎÁÞÁÌÏ | (1; 0), ËÏÎÅ� | x0 = 
os l; y0 = sin l. ðÒÏÅË�ÉÉÜÔÏÇÏ �ÕÔÉ ÎÁ ÏÓÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ: ÎÁ Ox | [
os l; 1℄, ÎÁ Oy | [0; sin l℄. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2.4(Ï�ÅÎËÁ ÄÌÉÎÙ �ÕÔÉ ÞÅÒÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ)sin l 6 l 6 sin l+ (1− 
os l)⇒ 0 6 l − sin l 6 1− 
os l = 2 sin2 l2 6 2( l2)2 = 12 l2(�ÏÓËÏÌØËÕ sin l2 6
l2 ), Ô. Å. | sin l − l| = l − sin l 6

12 l2 �ÒÉ 0 6 l 6
�2 . åÓÌÉ −�2 6 l < 0,ÔÏ �Ï ÎÅÞ£ÔÎÏÓÔÉ sin | sin l − l| = | sin(−l)− (−l)| 6

12 (−l)2 = 12 |l|2. ÷ ÉÔÏÇÅ:
∣

∣

∣

∣

sin ll − 1∣∣∣
∣

= ∣

∣

∣

∣

sin l − ll ∣

∣

∣

∣

6
12 |l| �ÒÉ 0 < |l| 6

�2 :



16 ðï�åðõî á. ÷.äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 �ÏÌÏÖÉÍ Æ = min{2"; �2}. �ÏÇÄÁ�ÒÉ 0 < |l| < Æ ∣

∣

∣

∣

sin ll − 1∣∣∣
∣

6
12 |l| < 12Æ 6 " ⇒ liml→0 sin ll = 1 ⇒ sin l ∼ l (l → 0)(�Ï "-Æ-Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÒÅÄÅÌÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ × ËÏÎÅÞÎÏÊ ÔÏÞËÅ | ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕ-ÞÁÊ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 2.4 ÉÚ ÇÌÁ×Ù "�ÅÏÒÉÑ �ÒÅÄÅÌÏ×" É �Ï ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 4.3ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á | ÉÚ ÔÏÊ ÖÅ ÇÌÁ×Ù).ïÂÒÁÔÎÙÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÈ ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÏÓÔØ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÓÔÒÏÇÏÊ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÓÉÎÕÓÁ ÎÁ [

−�2 ; �2 ] É ËÏ-ÓÉÎÕÓÁ ÎÁ [0;�℄ (ÓÍ. Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ sin É 
os ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÞÅÔ×ÅÒÔÑÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ).íÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÔÁÎÇÅÎÓÁ ÎÁ (

−�2 ; �2 ) É ËÏÔÁÎÇÅÎÓÁ ÎÁ (0;�) | ËÁË ÍÏ-ÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÄÒÏÂÅÊ.3. éÎÔÅÇÒÁÌ òÉÍÁÎÁ÷ ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Å ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ÂÙÓÔÒÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔØ × ÓÍÙÓÌÅ òÉÍÁÎÁÄÌÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ (Ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ × ÓÅÂÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ �Ï ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÂÁÚÅ, ÂÅÚ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÓÕÍÍ äÁÒÂÕ). îÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÔÏÖÅÕÄÏÂÎÏ ××ÏÄÉÔØ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁÈ ×ÉÄÁ [a; b), (a; b℄, (a; b)(×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ). äÌÑ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÊ ÜÔÏÇÏ ×�ÏÌÎÅ È×ÁÔÁÅÔÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÌÅÇÞÅ, Á × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ × ËÕÒÓÅ �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ìÅÂÅÇÁ,ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÏÂÝÁÅÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ òÉÍÁÎÁ.óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÏÔÌÉÞÉÑ �ÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ × �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÌÏÔ-ÎÏÓÔÉ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ ÓÎÏ×Á ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌ �Ï ÂÁÚÅ).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1 (éÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ).ðÕÓÔØ a; b ∈ R; a < b; a = x0 < x1 < : : : < xn = b; � = {x0; : : : ; xn} | ÄÒÏÂÌÅÎÉÅ �ÒÏ-ÍÅÖÕÔËÁ [a; b℄. ðÕÓÔØ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ i = 0; : : : ; n − 1 ×ÙÂÒÁÎÙ ÔÏÞËÉ �i ∈ [xi;xi+1℄,ÔÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï � = {�0; : : : ; �n−1} ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÓÎÁÝÅÎÉÅÍ ÄÒÏÂÌÅÎÉÑ � . þÉÓÌÏ�(�) = max{xi+1 − xi | i = 0; : : : ; n− 1} ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÎÇÏÍ ÄÒÏÂÌÅÎÉÑ � .ðÕÓÔØ f : [a; b℄ → Rp; � = {x0; : : : ; xn}| ÄÒÏÂÌÅÎÉÅ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ [a; b℄, � = {�0; : : : ; �n−1}| ÏÓÎÁÝÅÎÉÅ ÄÒÏÂÌÅÎÉÑ � . �ÏÇÄÁ�(f; [a; b℄; �; �) = n−1
∑i=0 f(�i)(xi+1 − xi) = n−1

∑i=0 f(�i)�xiÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ [a; b℄, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ�ÁÒÅ (�; �).äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ Æ > 0 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ AÆ = {(�; �) | �(�) < Æ}.ìÅÍÍÁ 3.1. óÉÓÔÅÍÁ A = {AÆ | Æ > 0} | ÂÁÚÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ∀Æ > 0 �Ï ÁËÓÉÏÍÅ áÒÈÉÍÅÄÁ ∃n ∈ N : n > b−aÆ ⇒ b−an < Æ.ðÕÓÔØ � = {x0; : : : ; xn} | ÄÒÏÂÌÅÎÉÅ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ [a; b℄ ÎÁ n ÒÁ×ÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ:xi = a+ b− an i⇒ xi+1 − xi = b− an ⇒ �(�) = b− an < Æ:�ÏÇÄÁ ÄÌÑ ∀� | ÏÓÎÁÝÅÎÉÑ ÄÒÏÂÌÅÎÉÑ � �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ �ÁÒÁ (�; �) ∈ AÆ ⇒ AÆ 6= ∅.



ðòéìïöåîéñ �åïòéé ðòåäåìï÷ ðï âáúå ë ï�äåìøîùí þáó�ñí ëõòóá 17ðÕÓÔØ Æ1; Æ2 > 0; Æ = min{Æ1; Æ2}.(�; �) ∈ AÆ ⇒ �(�) < Æ ⇒ �(�) < Æ1 É �(�) < Æ2 ⇒
⇒ (�; �) ∈ AÆ1 É (�; �) ∈ AÆ2 Ô. Å. AÆ ⊂ AÆ1 ∩ AÆ2 :ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.2 (éÎÔÅÇÒÁÌ òÉÍÁÎÁ).åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ �ÒÅÄÅÌ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ �(f; [a; b℄; �; �) (ËÁË ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ�ÁÒ (�; �)) �Ï ÂÁÚÅ A = {AÆ | Æ > 0}, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ × ÓÍÙÓÌÅòÉÍÁÎÁ ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ [a; b℄ É I = limA �(f; [a; b℄; �; �) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ òÉÍÁÎÁÏÔ ÆÕÎË�ÉÉ f �Ï �ÒÏÍÅÖÕÔËÕ [a; b℄. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÒÅÄÅÌÁ �Ï ÂÁÚÅ (Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.2ÉÚ ÇÌÁ×Ù "�ÅÏÒÉÑ �ÒÅÄÅÌÏ×")I = lim

A

� ⇔ ∀" > 0 ∃AÆ ∈ A : ∀(�; �) ∈ AÆ |�(f; [a; b℄; �; �)− I | < " ⇔
⇔ ∀" > 0 ∃Æ > 0: ∀(�; �) : �(�) < Æ |�(f; [a; b℄; �; �)− I | < ":ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: I = b

∫a f = b
∫a f(x) dx:úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. åÓÌÉ f : [a; b℄ → Rp; f1; : : : ; fp | Å£ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÔÏf(�i)�xi = (f1(�i)�xi; : : : ; fp(�i)�xi) ⇒ �(f) = (�(f1); : : : ; �(fp)) É �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ Ï �ÏËÏ-ÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 2.9 ÉÚ ÇÌÁ×Ù "�ÅÏÒÉÑ �ÒÅÄÅÌÏ×")lim�(f) = ( lim�(f1); : : : ; lim�(fp)); Ô. Å. f ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ⇔

⇔ f1; : : : ; fp ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙ É b
∫a f = (

b
∫a f1; : : : ; b

∫a fp):úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. åÓÌÉ f ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÎÁ [a; b℄ É �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÓÎÁÝ£ÎÎÙÈÄÒÏÂÌÅÎÉÊ {(� (n); �(n))}∞n=1 ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ �(� (n)) → 0, ÔÏ �n = �(f; [a; b℄; � (n); �(n)) → I .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ f ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ
∀" > 0 ∃Æ > 0: ∀(�; �) : �(�) < Æ |�(f; [a; b℄; �; �)− I | < ":�(� (n)) → 0⇒ ÄÌÑ Æ > 0 ∃N : ∀n > N �(� (n)) < Æ ⇒ |�(f; [a; b℄; � (n); �(n))− I | < ":ðÏÌÕÞÉÌÉ: ∀" > 0 ∃N : ∀n > N |�n − I | = |�(f; [a; b℄; � (n); �(n))− I | < " ⇒ �n → I:ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ∀x ∈ [a; b℄ f(x) =M (
onst.) �ÏÇÄÁ�(f; [a; b℄; �; �) = n−1

∑i=0 f(�i)�xi = n−1
∑i=0 M ·�xi =M ·

n−1
∑i=0 �xi =M ·

n−1
∑i=0(xi+1 − xi) ==M(−x0 + x1 − x1 + x2 − : : :− xn−2 + xn−1 − xn−1 + xn) =M(xn − x0) =M(b− a)(Ô. Å. �(f; [a; b℄; �; �) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �ÁÒÙ (�; �)) ⇒ ∃

b
∫a f = lim� =M(b− a):äÌÑ f : [a; b℄ → R ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ !(f; [a; b℄) = sup{|f(x) − f(x′)| | x; x′ ∈ [a; b℄} (ËÏÌÅÂÁÎÉÅÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ [a; b℄). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÚÁ ÓÞ£Ô �ÅÒÅÉÍÅÎÏ×ÁÎÉÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ×ÓÅÇÄÁÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ f(x) > f(x′), Á ÔÏÇÄÁ !(f; [a; b℄) = sup{f(x)− f(x′) | x; x′ ∈ [a; b℄}.



18 ðï�åðõî á. ÷.ìÅÍÍÁ 3.2. ðÕÓÔØ f : [a; b℄ → R. ÄÌÑ ∀(�; �); ∀x ∈ [a; b℄
|�(f; [a; b℄; �; �)− f(x)(b− a)| 6 !(f; [a; b℄)(b− a).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. � = {x0; : : : ; xn}; a = x0 < x1 < : : : < xn = b; �xi = xi+1 − xi.÷ �ÒÉÍÅÒÅ ÂÙÌÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï: b− a = n−1

∑i=0 �xi. �ÏÇÄÁ
|�(f; [a; b℄; �; �)− f(x)(b− a)| = ∣

∣

∣

∣

n−1
∑i=0 f(�i)�xi − f(x) · n−1∑i=0 �xi∣∣∣∣ = ∣

∣

∣

∣

n−1
∑i=0 (f(�i)− f(x))�xi∣∣∣

∣

:ðÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÄÌÉÎÙ ×ÅËÔÏÒÁ É �ÏÓËÏÌØËÕ �xi > 0
∣

∣

∣

∣

n−1
∑i=0 (f(�i)− f(x))�xi∣∣∣

∣

6

n−1
∑i=0 ∣

∣

(f(�i)− f(x))�xi∣∣ == n−1
∑i=0 ∣

∣f(�i)− f(x)∣∣�xi 6

n−1
∑i=0 !(f; [a; b℄)�xi = !(f; [a; b℄) n−1∑i=0 �xi = !(f; [a; b℄)(b− a):úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÄÌÑ ∀x; x′ ∈ [a; b℄ !(f; [a; b℄)| 6 ", ÔÏ

|�(f; [a; b℄; �; �)− f(x)(b− a)| 6 "(b− a):äÌÑ ÄÒÏÂÌÅÎÉÑ � = {x0; : : : ; xn} �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ [a; b℄ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ !i = !i(�) = !(f; [xi;xi+1℄),s(�) = n−1
∑i=0 !i�xi.�ÅÏÒÅÍÁ 3.1 (ðÒÉÚÎÁË ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ).ðÕÓÔØ f : [a; b℄ → R. åÓÌÉ ∀" > 0 ∃Æ > 0: ∀� : �(�) < Æ n−1

∑i=0 !i(�)�xi < ", ÔÏ f |ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ × ÓÅÂÅ. äÌÑ ∀" > 0 �ÏÕÓÌÏ×ÉÀ: ÄÌÑ "2 > 0 ∃Æ > 0: ∀� : �(�) < Æ n−1
∑i=0 !i(�)�xi < "2 :òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ �ÁÒÙ (�1; �(1)); (�2; �(2)) : �(�1) < Æ; �(�2) < Æ.�1 = {x0; : : : ; xn}; a = x0 < x1 < : : : < xn = b. ïÂÒÁÚÕÅÍ ÄÒÏÂÌÅÎÉÅ � = �1 ∪�2 É ÅÇÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÏÓÎÁÝÅÎÉÅ �. ðÏÓËÏÌØËÕ � ⊃ �1, ÌÀÂÏÊ �ÒÏÍÅÖÕÔÏË [xi;xi+1℄ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÄÒÏÂÌÅÎÉÑ � : xi = xi0 < xi1 < : : : < xij < : : : < ximi = xi+1.éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÄÌÑ ÄÒÏÂÌÅÎÉÑ � ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ×ÉÄÁ f(�ij)(xi;j+1 − xij) =f(�ij)�xij . ðÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÜÔÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÓÕÍÍÙ ×ÎÁÞÁÌÅ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ�ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ i (ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ [xi;xi+1℄), Á ÚÁÔÅÍ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍ �Ï i:�(f; [a; b℄; �; �) = n−1

∑i=0 mi−1
∑j=0 f(�ij)�xij :ðÏ ÌÅÍÍÅ 3.3, �ÒÉÍÅÎ£ÎÎÏÊ Ë �ÒÏÍÅÖÕÔËÕ [xi;xi+1℄ Ó ÄÌÉÎÏÊ �xi É Ó x = �i

∣

∣

∣

∣

mi−1
∑j=0 f(�ij)�xij − f(�i)�xi∣∣∣

∣

6 !(f; [xi;xi+1℄)�xi = !i(�1)�xi: (∗)
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|�(f; [a; b℄; �; �)− �(f; [a; b℄; �1; �(1))| = ∣

∣

∣

∣

n−1
∑i=0 mi−1

∑j=0 f(�ij)�xij − n−1
∑i=0 f(�i)�xi∣∣∣∣ == ∣

∣

∣

∣

n−1
∑i=0 (mi−1

∑j=0 f(�ij)�xij − f(�i)�xi)∣

∣

∣

∣

6

n−1
∑i=0 ∣

∣

∣

∣

mi−1
∑j=0 f(�ij)�xij − f(�i)�xi∣∣∣

∣

6 (�Ï (*))
6

n−1
∑i=0 !i(�1)�xi < "2 (ÔÁË ËÁË �(�1) < Æ):áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (�ÏÓËÏÌØËÕ � ⊃ �2 É �(�2) < Æ) |�(f; [a; b℄; �; �) − �(f; [a; b℄; �2; �(2))| < "2 .�ÏÇÄÁ

|�(f; [a; b℄; �2; �(2))− �(f; [a; b℄; �1; �(1))| 6

6 |�(f; [a; b℄; �2; �(2))− �(f; [a; b℄; �; �)|+ |�(f; [a; b℄; �; �)− �(f; [a; b℄; �1; �(1))| == |�(f; [a; b℄; �; �)−�(f; [a; b℄; �2; �(2))|+ |�(f; [a; b℄; �; �)−�(f; [a; b℄; �1; �(1))| < "2 + "2 = ":ðÏÌÕÞÉÌÉ:
∀" > 0 ∃Æ > 0: ∀(�1; �(1)); (�2; �(2)) ∈ AÆ (�ÏÓËÏÌØËÕ �(�1) < Æ; �(�2) < Æ)

|�(f; [a; b℄; �2; �(2))− �(f; [a; b℄; �1; �(1))| < " | ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ × ÓÅÂÅ �Ï ÂÁÚÅ A(Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.2 ÉÚ ÇÌÁ×Ù "�ÅÏÒÉÑ �ÒÅÄÅÌÏ×"):ðÏ �ÒÉÎ�É�Õ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 6.5 ÉÚ ÇÌÁ×Ù "�ÅÏÒÉÑ �ÒÅÄÅÌÏ×") ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞ-ÎÙÊ limA �(f; [a; b℄; �; �) ⇒ f ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÎÁ [a; b℄.�ÅÏÒÅÍÁ 3.2 (éÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ).ðÕÓÔØ f : [a; b℄ → R
p. åÓÌÉ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÏ×ÅÒÉÍ �ÒÉÚÎÁË ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ∀" > 0 ⇒ "1 = "2(b−a) > 0. f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ [a; b℄ ⇒ f ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ (�Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ëÁÎÔÏÒÁ), Ô. Å.ÄÌÑ "1 > 0 ∃Æ > 0: ∀x; x′ ∈ [a; b℄ : |x− x′| < Æ |f(x) − f(x′)| < "1: (1)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÄÒÏÂÌÅÎÉÅ � = {x0; : : : ; xn} ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ �(�) < Æ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ [xi;xi+1℄ É ÌÀÂÙÈ x; x′ ∈ [xi;xi+1℄

|x− x′| 6 xi+1 − xi = �xi 6 �(�) < Æ ⇒ |f(x)− f(x′)| < "1 ⇒
⇒ !i(�) = sup{|f(x)− f(x′)| | x; x′ ∈ [xi;xi+1℄} 6 "1 ⇒
⇒ s(�) = n−1

∑i=0 !i(�)�xi 6 "1 n−1∑i=0 �xi = "1(b− a) = "2 < ":ðÏÌÕÞÉÌÉ: ∀" > 0 ∃Æ > 0: ∀� : �(�) < Æ n−1
∑i=0 !i(�)�xi < " ⇒ f | ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ:



20 ðï�åðõî á. ÷.�ÅÏÒÅÍÁ 3.3 (ó×ÏÊÓÔ×Á ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ).1) åÓÌÉ f; g ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ ÎÁ [a; b℄, ÔÏ f + g ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ É b
∫a (f + g) = b

∫a f + b
∫a g. 2)åÓÌÉ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ [a; b℄, � ∈ R, ÔÏ �f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ É b

∫a (�f) = � b
∫a f .3) ðÕÓÔØ a < 
 < b; É f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ [a; b℄: �ÏÇÄÁ b
∫a f = 


∫a f + b
∫
 f:4) åÓÌÉ f; g : [a; b℄ → R, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ É ÄÌÑ ∀x ∈ [a; b℄ f(x) 6 g(x), ÔÏ b

∫a f 6

b
∫a g.5) åÓÌÉ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ [a; b℄, ÔÏ |f | ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ É ∣

∣

∣

b
∫a f ∣

∣

∣
6

b
∫a |f |.÷ �. 1 | 3 É 5 f ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÅÊ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1) ðÏÓËÏÌØËÕ f; g ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ËÏÎÅÞÎÙÅ �ÒÅÄÅÌÙ:limA �(f; [a; b℄; �; �) É limA �(g; [a; b℄; �; �).�(f + g; [a; b℄; �; �) = n−1

∑i=0 (f(�i) + g(�i))�xi = n−1
∑i=0 f(�i)�xi + n−1

∑i=0 g(�i)�xi == �(f; [a; b℄; �; �) + �(g; [a; b℄; �; �): ðÏ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï �ÒÅÄÅÌÅ ÓÕÍÍÙ �Ï ÂÁÚÅ:
∃

b
∫a (f+g) = lim

A

�(f+g; [a; b℄; �; �) = lim
A

�(f; [a; b℄; �; �)+lim
A

�(g; [a; b℄; �; �) = b
∫a f+ b

∫a g:2) �(�f; [a; b℄; �; �) = n−1
∑i=0 �f(�i)�xi = � n−1

∑i=0 f(�i)�xi = � · �(f; [a; b℄; �; �):ðÏ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï �ÒÅÄÅÌÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ �Ï ÂÁÚÅ (�ÒÅÄÅÌ �(f; [a; b℄; �; �) ËÏÎÅÞÅÎ:)
∃

b
∫a �f = lim

A

�(�f; [a; b℄; �; �) = � · lim
A

�(f; [a; b℄; �; �) = � b
∫a f:3) ðÏÓËÏÌØËÕ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ [a; b℄, ÔÏ ÏÎÁ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ [a; 
℄ É [
; b℄ (ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØÓÕÖÅÎÉÊ | ÔÅÏÒÅÍÁ ), ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÎÁ [a; Ó℄ É [
; b℄. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÒÏ-ÂÌÅÎÉÑ ÜÔÉÈ �ÒÏÍÅÖÕÔËÏ× ÎÁ n ÒÁ×ÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ: �n = {x0; : : : ; xn}, ÇÄÅ x0 = a; xn = 
É � ′n = {xn; : : : ; x2n}, ÇÄÅ xn = 
; x2n = b. �ÏÇÄÁ �(�n) = 
−an → 0 É �(� ′n) = b−
n → 0.ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÄÒÏÂÌÅÎÉÊ �n ∪ � ′n | ÄÒÏÂÌÅÎÉÅ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ [a; b℄ É �(�n ∪ � ′n) =max{ 
−an ; b−
n } → 0. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÏÓÎÁÝÅÎÉÊ �(n) É �(n′) ÜÔÉÈ ÄÒÏÂÌÅÎÉÊ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ�n = �(f; [a; 
℄; �n; �(n)) → 


∫a f; �′n = �(f; [
; b℄; � ′n; �(n′)) → b
∫
 f



ðòéìïöåîéñ �åïòéé ðòåäåìï÷ ðï âáúå ë ï�äåìøîùí þáó�ñí ëõòóá 21�Ï ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ 2 Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ �(�n) → 0; �(� ′n) → 0. �ÏÇÄÁ�(f; [a; b℄; �n ∪ � ′n; �(n) ∪ �(n′)) = 2n−1
∑k=0 f(�k)�xk == n−1

∑k=0 f(�k)�xk + 2n−1
∑k=n f(�k)�xk = �n + �′n →



∫a f + b

∫
 f (�ÒÅÄÅÌ ÓÕÍÍÙ).ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,�(f; [a; b℄; �n ∪ � ′n; �(n) ∪ �(n′)) → b
∫a f (�ÏÓËÏÌØËÕ �(�n ∪ � ′n) → 0):éÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ �ÒÅÄÅÌÁ ÓÌÅÄÕÅÔ: b

∫a f = 

∫a f + b

∫
 f .4) äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÄÒÏÂÌÅÎÉÑ � = {x0; : : : ; xn} �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ [a; b℄�xi = xi+1 − xi > 0. �ÏÇÄÁ
∀x ∈ [a; b℄ f(x) 6 g(x) ⇒ f(�i)�xi 6 g(�i)�xi ⇒

⇒ �(f; [a; b℄; �; �) = n−1
∑i=0 f(�i)�xi 6

n−1
∑i=0 g(�i)�xi = �(g; [a; b℄; �; �) (ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙ (�; �)):ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï �ÅÒÅÈÏÄÅ Ë �ÒÅÄÅÌÕ × ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å (ÔÅÏÒÅÍÁ 5.1 ÉÚ ÇÌÁ×Ù "�ÅÏÒÉÑ �ÒÅÄÅ-ÌÏ×") ÔÏÇÄÁ b

∫a f = lim
A

�(f; [a; b℄; �; �) 6 lim
A

�(g; [a; b℄; �; �) = b
∫a g:5) ðÕÓÔØ f : [a; b℄ → Rp | ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÑ. æÕÎË�ÉÑ g : Rp → R, ÇÄÅg(y) = |y| (ÄÌÉÎÁ ×ÅËÔÏÒÁ) | ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ (�ÒÉÍÅÒ 5 �ÏÓÌÅ ÌÅÍÍÙ 1.1 ÉÚ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ "îÅ-�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ"). �ÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÑ |f | ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ËÁË ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ (ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2 ÔÅÏÒÅÍÙ 1.2 ÉÚ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ "îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ"), Ô. Å. |f |ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÏÓÎÁÝ£ÎÎÏÇÏ ÄÒÏÂÌÅÎÉÑ (�; �)

|�(f; [a; b℄; �; �)| = ∣

∣

∣

∣

n−1
∑i=0 f(�i)�xi∣∣∣∣ 6

n−1
∑i=0 |f(�i)�xi| = n−1

∑i=0 |f(�i)|�xi = �(|f |; [a; b℄; �; �) (1)(�Ï Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÄÌÉÎÙ ×ÅËÔÏÒÁ É �xi > 0).óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ limA �(f; [a; b℄; �; �) = b
∫a f , ÆÕÎË�ÉÑ g(y) = |y| | ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ, ÔÏÇÄÁ�Ï ×ÔÏÒÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï �ÒÅÄÅÌÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 1.2 ÉÚ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ "îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅÆÕÎË�ÉÉ") ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ limA |�(f; [a; b℄; �; �)| = ∣

∣

∣

b
∫a f ∣

∣

∣
. ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÁËÖÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔlimA �(|f |; [a; b℄; �; �) = b

∫a |f |, ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (1) �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ Ï �ÒÅÄÅÌØÎÏÍ �ÅÒÅÈÏÄÅ ×



22 ðï�åðõî á. ÷.ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÓÌÅÄÕÅÔ:
∣

∣

∣

b
∫a f ∣

∣

∣
= lim

A

|�(f; [a; b℄; �; �)| 6 lim
A

�(|f |; [a; b℄; �; �) = b
∫a |f |:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.3 (ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ �ÒÉ a > b).åÓÌÉ a > b É f ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÎÁ [b; a℄ ÉÌÉ a = b, ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀb

∫a f = −
a

∫b f ; a
∫a f = 0:�ÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ I ⊂ R É a; b; 
 ∈ I, ÔÏb

∫a f = 

∫a f + b

∫
 f (�ÒÉ ÌÀÂÏÍ ×ÚÁÉÍÎÏÍ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ ÔÏÞÅË a; b; 
):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1) ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, a < b < 
. �ÏÇÄÁ

∫a f = b

∫a f + 

∫b f ⇒

b
∫a f = 


∫a f −



∫b f = 

∫a f + b

∫
 f:2) ðÕÓÔØ b < a = 
. �ÏÇÄÁb
∫a f = −

a
∫b f = 0− 


∫b f = 

∫a f + b

∫
 f (�ÏÓËÏÌØËÕ a = 
):ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ×ÚÁÉÍÎÏÇÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÔÏÞÅË a; b; 
 �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÓÔÕÄÅÎÔÁÍ ÒÁÚÏ-ÂÒÁÔØ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ó×ÏÊÓÔ×Á ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ 1) É 2), ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ É �ÒÉ a > b. ðÒÉa = b × Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ 4) É 5) ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 0 = 0. ðÒÉ a > b É f 6 g × Ó×ÏÊÓÔ×Å 4) ÂÕÄÅÔb
∫a f >

b
∫a g, Á Ó×ÏÊÓÔ×Ï 5) ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË: ∣

∣

∣

b
∫a f ∣

∣

∣
>

∣

∣

∣

b
∫a |f |∣∣

∣
.÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ Õ ÍÅÎÑ ÂÙÌÏ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏ (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ, ÔÅ-ÏÒÅÍÁ âÁÒÒÏÕ, ÆÏÒÍÕÌÁ îØÀÔÏÎÁ-ìÅÊÂÎÉ�Á, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×,ÚÁÍÅÎÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï ÞÁÓÔÑÍ × ÏÂÙÞÎÙÈ É ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÉÎÔÅ-ÇÒÁÌÁÈ É Ô. Ä.) ïÔÌÉÞÉÑ | × �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (ÓÎÏ×Á ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌ �ÏÂÁÚÅ). 4. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.1 (áÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ).ðÕÓÔØ −∞ 6 a < b 6 +∞, 〈a; b〉 ⊂ R, � = [p; q℄ ⊂ 〈a; b〉.æÕÎË�ÉÑ �: {� | � ⊂ 〈a; b〉} → Rn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ. æÕÎË�ÉÑ�ÒÏÍÅÖÕÔËÁ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ, ÅÓÌÉÄÌÑ ∀�1;�2 ⊂ 〈a; b〉 : �1 ∩�2 = {
} �(�1 ∪�2) = �(�1) + �(�2):



ðòéìïöåîéñ �åïòéé ðòåäåìï÷ ðï âáúå ë ï�äåìøîùí þáó�ñí ëõòóá 23ðÒÉÍÅÒÙ. 1) åÓÌÉ f : 〈a; b〉 → R | ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÔÏÄÌÑ � = [p; q℄ ⊂ 〈a; b〉 ∃�1(�) = max{f(t) | t ∈ �}(ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ). üÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ �ÒÏÍÅ-ÖÕÔËÁ ÎÅ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ f(t), ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÏÊ 1 ÎÁ R).2) äÌÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ 〈a; b〉 �ÏÌÏÖÉÍ �2(�) = q
∫p f . ðÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÉÎÔÅ-ÇÒÁÌÁ ÄÌÑ p < r < q É �1 = [p; r℄; �2 = [r; q℄�2(�1 ∪�2) = q

∫p f = r
∫p f + q

∫r f = �2(�1) + �2(�2); Ô. Å. �2 | ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁ:äÁÌØÎÅÊÛÉÅ �ÒÉÍÅÒÙ | �ÏËÁ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×, ÎÁ ÎÁÇÌÑÄÎÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ (ÒÉÓÏ×ÁÌ ËÁÒ-ÔÉÎËÉ ÎÁ ÄÏÓËÅ).3) ðÌÏÝÁÄØ �ÏÄÇÒÁÆÉËÁ (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ).4) äÌÉÎÁ ÇÒÁÆÉËÁ (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ).5) òÁÂÏÔÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÓÉÌÙ �ÒÉ �ÅÒÅÍÅÝÅÎÉÉ ÔÏÞËÉ �Ï �ÒÑÍÏÊ (�ÏÄÒÏÂÎÏ ÎÁ �ÒÁË-ÔÉËÅ).6) óÉÌÁ �ÒÉÔÑÖÅÎÉÑ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ Ë ÍÁÓÓÅ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÊ ×ÄÏÌØ�ÒÑÍÏÊ | �ÒÉÍÅÒ ×ÅËÔÏÒÎÏÊ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.2 (ðÌÏÔÎÏÓÔØ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ).ðÕÓÔØ −∞ 6 a < b 6 +∞, 〈a; b〉 ⊂ R, x ∈ 〈a; b〉; Æ > 0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍAÆ = {� = [p; q℄ ⊂ 〈a; b〉 | x ∈ �; 0 < |�| = q − p < Æ}:�ÏÇÄÁ A = {AÆ | Æ > 0} | ÂÁÚÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×: ÅÓÌÉ x < b, ÔÏ ÅÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÔØ p = x É×ÚÑÔØ q : p < q < p+min{Æ; b− x} (ÅÓÌÉ b = +∞, ÔÏ p < q < p+ Æ), ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ,ÞÔÏ � = [p; q℄ ∈ AÆ, Ô. Å. AÆ 6= ∅ (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ x > a, ÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØq = x, q −min{Æ; x− a} < p < q). ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ Æ1; Æ2 > 0, ÔÏ Æ3 = min{Æ1; Æ2} > 0 É
|�| < Æ3 ⇒ |�| < Æ1 É |�| < Æ2; Ô. Å. AÆ3 ⊂ AÆ1 ∩ AÆ2 :þÉÓÌÏ � = limA

�(�)
|�| ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÌÏÔÎÏÓÔØÀ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ � × ÔÏÞËÅ x.ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÒÅÄÅÌÁ �Ï ÂÁÚÅ A = {AÆ | Æ > 0} ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ:
∀" > 0 ∃AÆ ∈ A : ∀� ∈ AÆ ∣

∣

∣

∣

�(�)
|�| − �∣∣∣

∣

< "; ÔÏ ÅÓÔØ
∀" > 0 ∃Æ > 0: ∀� ⊂ 〈a; b〉 : x ∈ �; 0 < |�| < Æ ∣

∣

∣

∣

�(�)
|�| − �∣∣∣

∣

< ":îÁÇÌÑÄÎÏ: ÅÓÌÉ ÄÌÉÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ �, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÔÏÞËÕ x, ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 0 (�ÒÏÍÅÖÕ-ÔÏË "ÓÔÑÇÉ×ÁÅÔÓÑ Ë ÔÏÞËÅ x"), ÔÏ �(�)
|�| → �. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: lim

|�|→0x∈� �(�)
|�| = �.åÓÌÉ �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ 〈a; b〉, ÔÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÆÕÎË�ÉÑ ÔÏÞËÉf(x) = lim

|�|→0x∈� �(�)
|�| (�ÌÏÔÎÏÓÔØ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ � ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ 〈a; b〉). ïÞÅ×ÉÄÎÏ,ÅÓÌÉ � | ×ÅËÔÏÒÎÁÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÔÏ f | ÔÏÖÅ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÑ.



24 ðï�åðõî á. ÷.�ÅÏÒÅÍÁ 4.1 (ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ).åÓÌÉ Õ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ � ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ 〈a; b〉 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔf(x) = lim
|�|→0x∈� �(�)

|�| É ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ 〈a; b〉, ÔÏÄÌÑ ∀� = [p; q℄ ⊂ 〈a; b〉 �(�) = q
∫p f:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Ip;q "ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË" Ó ËÏÎ�ÁÍÉ p; q, Ô.Å. ÔÏÞËÕ p ÓÞÉÔÁÅÍ ÎÁÞÁÌÏÍ, Á q | ËÏÎ�ÏÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ, ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ×ÚÁÉÍÎÏÇÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÔÏÞÅË p É q. äÏÏ�ÒÅÄÅÌÉÍ �(Ip;q):�(Ip;q) = 









�([p; q℄) �ÒÉ p < q;
−�([q; p℄) �ÒÉ p > q;0 �ÒÉ p = q:�ÏÇÄÁ ÄÌÑ ∀p; q; r ∈ 〈a; b〉 �(Ip;q) = �(Ip;r) + �(Ir;q). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×�ÏÌÎÅ ÁÎÁÌÏ-ÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (�ÏÓÌÅ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ |Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.3). ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, q < p < r. ðÏ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ �:�([q; r℄) = �([q; p℄)+�([p; r℄) ⇒ −�(Ir;q) = −�(Ip;q)+�(Ip;r) ⇒ �(Ip;q) = �(Ip;r)+�(Ir;q):ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÔÏÞÅË p; q; r | ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.ðÕÓÔØ [p; q℄ ⊂ 〈a; b〉; x ∈ 〈a; b〉. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ ÔÏÞËÉ F (x) = �(Ip;x) É ÄÏËÁ-ÖÅÍ, ÞÔÏ F | �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ ÄÌÑ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ f ÎÁ 〈a; b〉. åÓÌÉ x+�x ∈ 〈a; b〉, ÔÏF (x+�x) = �(Ip;x+�x) = �(Ip;x) + �(Ix;x+�x) = F (x) + �(Ix;x+�x) ⇒

⇒ F (x+�x)− F (x) = �(Ix;x+�x) = {�([x;x+�x℄); �x > 0;
−�([x+�x;x℄); �x < 0:ïÂÏÚÎÁÞÉÍ P = {[x;x +�x℄; �x > 0[x+�x;x℄; �x < 0 ; |P | = {�x; �x > 0

−�x; �x > 0 : �ÏÇÄÁF (x+�x) − F (x)�x = {�(P )�x = �(P )
|P | ; �x > 0

−�(P )�x = −�(P )
−|P | = �(P )

|P | ; �x < 0 :ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ, f(x) | �ÌÏÔÎÏÓÔØ � × ÔÏÞËÅ x, Ô. Å. lim
|P |→0x∈P �(P )

|P | = f(x). ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀÜÔÏÇÏ �ÒÅÄÅÌÁ
∀" > 0 ∃Æ > 0: ∀P ⊂ 〈a; b〉 : x ∈ P; 0 < |P | < Æ ∣

∣

∣

∣

�(P )
|P | − f(x)∣∣∣

∣

< "× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÄÌÑ �ÒÏÍÅÖÕÔËÏ× P ×ÉÄÁ [x;x + �x℄ É [x +�x;x℄ Ó ÄÌÉÎÏÊ 0 < |�x| < Æ.�ÏÇÄÁ
∀" > 0 ∃Æ > 0: ∀�x : x+�x ∈ 〈a; b〉; 0 < |�x| < Æ

∣

∣

∣

∣

F (x+�x)− F (x)�x − f(x)∣∣∣
∣

= ∣

∣

∣

∣

�(P )
|P | − f(x)∣∣∣

∣

< ":



ðòéìïöåîéñ �åïòéé ðòåäåìï÷ ðï âáúå ë ï�äåìøîùí þáó�ñí ëõòóá 25üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ , ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ F ′(x) = lim�x→0 F (x+�x)−F (x)�x = f(x), Ô. Å. F | �ÅÒ×Ï-ÏÂÒÁÚÎÁÑ ÄÌÑ f ÎÁ 〈a; b〉. �ÏÇÄÁ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ îØÀÔÏÎÁ-ìÅÊÂÎÉ�Á É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �(Ip;q)q
∫p f = F (q)− F (p) = �(Ip;q)− �(Ip;p) = �([p; q℄):ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.3 (ðÌÏÝÁÄØ).ðÕÓÔØ A | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á R2, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:1) A ∈ A ⇒ R2 \A ∈ A;2) åÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n = 1; 2; : : : An ∈ A, ÔÏ ∞

⋃n=1An ∈ A.�ÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÇÍÁ-ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×. ÷ ÄÁÌØÎÅÊ-ÛÅÍ × ÇÌÁ×Å "�ÅÏÒÉÑ ÍÅÒÙ" ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A;B ∈ A, ÔÏ A ∩B; A \B ∈ A É
∅ ∈ A.ðÌÏÝÁÄØÀ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ S : A → [0; +∞℄ ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:1) åÓÌÉ A;B ∈ A É A ∩B = ∅, ÔÏ S(A ∪B) = S(A) + S(B) (ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔØ).2) S(〈a; b〉 × 〈
; d〉) = (b− a)(d− 
) (�ÌÏÝÁÄØ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ).3) åÓÌÉ T : R2 → R2 | Ä×ÉÖÅÎÉÅ (ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕÔÏÞËÁÍÉ: |T (x) − T (y)| = |x − y|), ÔÏ A ∈ A ⇒ T (A) ∈ A É S(T (A)) = S(A) (�ÌÏÝÁÄØÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ).÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ × ÇÌÁ×Å "�ÅÏÒÉÑ ÍÅÒÙ" ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÓÉÇÍÁ-ÁÌÇÅÂÒÁ É ÔÁ-ËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ S ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ. íÎÏÖÅÓÔ×Á, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÓÉÇÍÁ-ÁÌÇÅÂÒÅ A, ÎÁÚÙ-×ÁÀÔÓÑ Ë×ÁÄÒÉÒÕÅÍÙÍÉ.ìÅÍÍÁ 4.1 (äÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á �ÌÏÝÁÄÉ).1) åÓÌÉ A;B ∈ A É A ⊂ B, ÔÏ S(A) 6 S(B) (ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ). ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉS(A) < +∞, ÔÏ S(B \A) = S(B)− S(A).2) S(∅) = 0.3) åÓÌÉ A;B ∈ A É S(A ∩ B) = 0, ÔÏ S(A ∪ B) = S(A) + S(B) (ÕÓÉÌÅÎÎÁÑ ÁÄÄÉÔÉ×-ÎÏÓÔØ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1) A ⊂ B ⇒ B = A∪ (B \A), �ÒÉ ÜÔÏÍ A∩ (B \A) = ∅. ðÏ ÁÄÄÉ-ÔÉ×ÎÏÓÔÉ É ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÌÏÝÁÄÉ S(B) = S(A) + S(B \ A) > S(A). ÷ÙÞÉÔÁÑ ÉÚ�ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÞÉÓÌÏ S(A) (ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÏÈÒÁÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ S(A) ËÏÎÅÞÎÏ), �ÏÌÕÞÉÍS(B \A) = S(B)− S(A).2) ðÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ 2 �ÌÏÝÁÄÉ, ÅÓÌÉ A | �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ËÏÎÅÞÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÏ×, ÔÏ S(A) <+∞. �ÏÇÄÁ �Ï �.1 S(∅) = S(A \A) = S(A)− S(A) = 0.3) ïÂÏÚÎÁÞÉÍ C = A ∩B; S(C) = 0. �ÏÇÄÁ �Ï ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔÉS(A) = S(A \ C) + S(C) = S(A \ C); S(A ∪B) = S(A \ C) + S(B) = S(A) + S(B):ìÅÍÍÁ 4.2. ðÕÓÔØ f : 〈a; b〉 → R; f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ 〈a; b〉. åÓÌÉ x ∈ 〈a; b〉, ÔÏ

∃ lim
|�|→0x∈� max{f(t) | t ∈ �} = f(x); ∃ lim

|�|→0x∈� min{f(t) | t ∈ �} = f(x)(�ÒÅÄÅÌ | �Ï ÔÏÊ ÖÅ ÂÁÚÅ {AÆ | Æ > 0}, ËÏÔÏÒÁÑ ÕÞÁÓÔ×ÕÅÔ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ× ÔÏÞËÅ).



26 ðï�åðõî á. ÷.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ x ⇒ ∀" > 0 ∃Æ > 0: ∀t ∈ 〈a; b〉 : |t− x| < Æ |f(t)− f(x)| < ":òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ∀� = [p; q℄ ⊂ 〈a; b〉 : x ∈ �; 0 < |�| < Æ: �ÏÇÄÁÄÌÑ ∀t ∈ � |t− x| 6 q − p = |�| < Æ ⇒ |f(t)− f(x)| < ":ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ f , ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÎÁ � = [p; q℄ ⊂ 〈a; b〉ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ t∗ ∈ �: f(t∗) = max{f(t) | t ∈ �} ⇒
⇒ |f(t∗)− f(x)| < "; Ô. Å. |max{f(t) | t ∈ �} − f(x)| < ": ðÏÌÕÞÉÌÉ:

∀" > 0 ∃Æ > 0: ∀� ⊂ 〈a; b〉 : x ∈ �; 0 < |�| < Æ |max{f(t) | t ∈ �} − f(x)| < "Ô. Å. lim
|�|→0x∈� max{f(t) | t ∈ �} = f(x): äÌÑ min | ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ(�Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ t∗ ∈ �: f(t∗) = min{f(t) | t ∈ �}).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.4 (ðÏÄÇÒÁÆÉË, ÓÔÒÏÇÉÊ �ÏÄÇÒÁÆÉË).ðÕÓÔØ f : X → R; A ⊂ X; ∀x ∈ A f(x) > 0. ðÏÄÇÒÁÆÉËÏÍ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å AÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏPA = {(x; y) ∈ X × R | x ∈ A; 0 6 y 6 f(x)}:óÔÒÏÇÉÍ �ÏÄÇÒÁÆÉËÏÍ f ÎÁ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏP ′A = {(x; y) ∈ X × R | x ∈ A; 0 6 y < f(x)}:åÓÌÉ A = 〈a; b〉; f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ A, ÔÏ PA É P ′A Ë×ÁÄÒÉÒÕÅÍÙ (ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ ×ÇÌÁ×Å "éÎÔÅÇÒÁÌ �Ï ÍÅÒÅ").�ÅÏÒÅÍÁ 4.2 (ðÌÏÝÁÄØ �ÏÄÇÒÁÆÉËÁ É ÓÔÒÏÇÏÇÏ �ÏÄÇÒÁÆÉËÁ).ðÕÓÔØ f : 〈a; b〉 → R; f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ, ∀x ∈ 〈a; b〉 f(x) > 0. �ÏÇÄÁÄÌÑ ∀� = [p; q℄ ⊂ 〈a; b〉 S(P�) = S(P ′�) = q

∫p f:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ �(�) = S(P�).ðÕÓÔØ �1;�2 ⊂ 〈a; b〉; �1 ∩�2 = {
}. �ÏÇÄÁP�1 ∩ P�2 = {(x; y) ∈ R
2 | x = 
; 0 6 y 6 f(
)} = [
; 
℄× [0; f(
)℄; S(P�1 ∩ P�2) = 0(�ÌÏÝÁÄØ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÄÌÉÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÁ 0).P�1∪�2 = {(x; y) ∈ R

2 | x ∈ �1 ∪�2; 0 6 y 6 f(
)} = P�1 ∪ P�2 ;�(�1 ∪�2) = S(P�1∪�2) = S(P�1 ∪ P�2) = S(P�1) + S(P�2) = �(�1) + �(�2)(�Ï ÌÅÍÍÅ Ï ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ �ÌÏÝÁÄÉ, �. 3).÷ÙÞÉÓÌÉÍ �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ � ⊂ 〈a; b〉Ó ÄÌÉÎÏÊ |�| > 0 ÄÌÑ ∀t ∈ �, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ×ÅÒÎÙ Ï�ÅÎËÉ:0 6 min{f(t) | t ∈ �} 6 f(t) 6 max{f(t) | t ∈ �} ⇒
⇒ [0;min{f(t) | t ∈ �}℄ ⊂ [0; f(t)℄ ⊂ [0;max{f(t) | t ∈ �}℄ ⇒�× [0;min{f(t) | t ∈ �}℄ ⊂ P� ⊂ �×max{f(t) | t ∈ �}:



ðòéìïöåîéñ �åïòéé ðòåäåìï÷ ðï âáúå ë ï�äåìøîùí þáó�ñí ëõòóá 27ðÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ �ÌÏÝÁÄÉ ÔÏÇÄÁS(�× [0;min{f(t) | t ∈ �}℄) 6 S(P�) 6 S(�×max{f(t) | t ∈ �}); Ô. Å.
|�| ·min{f(t) | t ∈ �} 6 �(�) 6 |�| ·max{f(t) | t ∈ �} ⇒

⇒ min{f(t) | t ∈ �} 6
�(�)
|�| 6 max{f(t) | t ∈ �}:äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ 〈a; b〉 �Ï ÌÅÍÍÅ 4.2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔlim

|�|→0x∈� max{f(t) | t ∈ �} = lim
|�|→0x∈� min{f(t) | t ∈ �} = f(x):�ÏÇÄÁ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÚÁÖÁÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 5.2 ÉÚ ÇÌÁ×Ù "�ÅÏÒÉÑ �ÒÅÄÅÌÏ×", ÄÏËÁ-ÚÁÎÁ ÄÌÑ �ÒÅÄÅÌÏ× �Ï ÌÀÂÏÊ ÂÁÚÅ)ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ lim

|�|→0x∈� �(�)
|�| = f(x); Ô. Å. f | �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �:ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍÄÌÑ ∀� = [p; q℄ ⊂ 〈a; b〉 �(�) = S(P�) = q

∫p f:äÌÑ ÓÔÒÏÇÏÇÏ �ÏÄÇÒÁÆÉËÁ:[0;min{f(t) | t ∈ �}) ⊂ [0; f(t)) ⊂ [0;max{f(t) | t ∈ �}) ⇒
⇒ �× [0;min{f(t) | t ∈ �}) ⊂ P ′� ⊂ �× [0;max{f(t) | t ∈ �}):ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÉÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ×ÈÏÄÑÔ ÌÉ × �ÒÏÍÅÖÕÔÏË ÅÇÏ ËÏÎ�Ù,ÄÁÌØÎÅÊÛÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ �1(�) = S(P ′�) ÔÏÞÎÏ ÔÁËÉÅ ÖÅ, ËÁË ÄÌÑ �(�), É ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÅ×Ù×ÏÄÙ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ðÌÏÝÁÄØ ÇÒÁÆÉËÁ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ � = [p; q℄ ÒÁ×ÎÁ 0.�� = {(x; y) ∈ R

2 | x ∈ �; y = f(x)} = P� \ P ′�; P ′� ⊂ P� ⇒

⇒ S(��) = S(P�)− S(P ′�) = q
∫p f −

q
∫p f = 0:(�Ï ÌÅÍÍÅ Ï ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ �ÌÏÝÁÄÉ, �. 1).óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. åÓÌÉ f; g ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ ÎÁ 〈a; b〉, [p; q℄ ⊂ 〈a; b〉, ∀x ∈ [p; q℄ f(x) 6 g(x),ÔÏ S(

{(x; y) | p 6 x 6 q; f(x) 6 y 6 g(x)}) = q
∫p (g − f):ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ: ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ ×ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÚÎÁËÏ× f(x) É g(x) | ÜÔÉÍÕÄÏÂÎÏ ÄÌÑ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÊ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÁ [p; q℄ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÁÉ-ÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ: m = min{f(x) | x ∈ [p; q℄}. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×ÉÖÅÎÉÅT : R

2 → R
2; T (x; y) = (x; y−m): ïÂÏÚÎÁÞÉÍ P = {(x; y) | p 6 x 6 q; f(x) 6 y 6 g(x)};ÔÏÇÄÁ T (P ) = {(x; y) | p 6 x 6 q; f(x)−m 6 y 6 g(x)−m}:



28 ðï�åðõî á. ÷.ðÏÓËÏÌØËÕ g(x)−m > f(x)−m > 0, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T (P ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÎÏÓÔØÀ �ÏÄÇÒÁÆÉËÁg(x)−m É ÓÔÒÏÇÏÇÏ �ÏÄÇÒÁÆÉËÁ f(x)−m:T (P ) = {(x; y) | p 6 x 6 q; 0 6 y 6 g(x)−m} \ {(x; y) | p 6 x 6 q; 0 6 y < f(x)−m} == P1 \ P2: �ÏÇÄÁ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ É ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ �ÌÏÝÁÄÉS(P ) = S(T (P )) = S(P1)− S(P2) = q
∫p (g −m)− q

∫p (f −m) = q
∫p (g − f):ðÒÉÍÅÒ. äÏËÁÖÅÍ ÛËÏÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ �ÌÏÝÁÄÉ ËÒÕÇÏ×ÏÇÏ ÓÅËÔÏÒÁ ÒÁÄÉÕÓÁ R Ó×ÅÌÉÞÉÎÏÊ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÕÇÌÁ � (0 < � 6

�2 ). �ÁË ËÁË �ÌÏÝÁÄØ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ �Ï×ÏÒÏÔÏ×, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÍ ÏÄÉÎ ÉÚ ÌÕÞÅÊ, ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÀÝÉÈ ÓÅËÔÏÒ, ×ÄÏÌØ ÏÓÉ Oy,ÄÒÕÇÏÊ × I Ë×ÁÄÒÁÎÔÅ �ÏÄ ÕÇÌÏÍ � Ë �ÅÒ×ÏÍÕ. �ÏÇÄÁ ×ÔÏÒÏÊ ÌÕÞ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍy = x 
tg �, ÓÅËÔÏÒ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ Ó×ÅÒÈÕ ÄÕÇÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ y = √R2 − x2, ÓÎÉÚÕ �ÒÑÍÏÊy = x 
tg � ÄÌÑ 0 6 x 6 R sin �. ðÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 2 ÔÅÏÒÅÍÙ Ï �ÌÏÝÁÄÉ �ÏÄÇÒÁÆÉËÁ:S(E) = R sin �
∫0 (√R2 − x2− x 
tg �) dx = (R22 ar
sin xR + x√R2 − x22 − x22 
tg �)∣

∣

∣

∣

R sin �0 == R22 ar
sin(sin �) + R sin � ·R 
os �2 − R22 sin2 � · 
tg � = 12R2�:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.5 (ëÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÓÅËÔÏÒ).ðÕÓÔØ f : [�;�℄ → R; f | ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, � − � 6 2�, ∀' ∈ [�;�℄ f(') > 0.ëÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÍ ÓÅËÔÏÒÏÍ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÚÏ×£Í ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏA[�;�℄ = {(x; y) ∈ R
2 | x = r 
os'; y = r sin'; 0 6 r 6 f('); � 6 ' 6 �}:÷ ÇÌÁ×Å "�ÅÏÒÉÑ ÍÅÒÙ" ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ËÒÉ×ÙÈ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ × �ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ×ÉÄÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ ÆÕÎË�É-ÑÍÉ, ÉÚÍÅÒÉÍÏ (ÉÍÅÅÔ �ÌÏÝÁÄØ).�ÅÏÒÅÍÁ 4.3 (ðÌÏÝÁÄØ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÓÅËÔÏÒÁ).åÓÌÉ f : [�;�℄ → R | ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, � − � 6 2�, ∀' ∈ [�;�℄ f(') > 0, ÔÏS(A[�;�℄) = �

∫� 12(f('))2 d':äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÏÔÒÅÚËÁ � ⊂ [�;�℄ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �(�) = S(A�) É ÄÏËÁÖÅÍ Å£ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ �1 ∪�2 = � ⊂ [�;�℄; �1 ∩�2 = {
}. �ÏÇÄÁA�1 ∩ A�2 = {(x; y) ∈ R
2 | x = r 
os'; y = r sin'; 0 6 r 6 f(
); ' = 
};Ô. Å. A�1 ∩A�2 | ÏÔÒÅÚÏË ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ S(A�1 ∩A�2) = 0 (ÏÔÒÅÚÏË �ÏÌÕÞÅÎ�Ï×ÏÒÏÔÏÍ ÉÚ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ | �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ �ÌÏÝÁÄÉ 0 É �ÌÏÝÁÄØ ÎÅÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ �Ï×ÏÒÏÔÁÈ). ðÏ ÌÅÍÍÅ Ï ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ �ÌÏÝÁÄÉS(A�1∪�2) = S(A�1 ∪ A�2) = S(A�1) + S(A�2); Ô. Å. �(�1 ∪�2) = �(�1) + �(�2):



ðòéìïöåîéñ �åïòéé ðòåäåìï÷ ðï âáúå ë ï�äåìøîùí þáó�ñí ëõòóá 29äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ � Ï�ÅÎÉÍ �(�) Ó×ÅÒÈÕ É ÓÎÉÚÕ:E1 ⊂ A� ⊂ E2; ÇÄÅ E1; E2 | ËÒÕÇÏ×ÙÅ ÓÅËÔÏÒÙÓ ÒÁÄÉÕÓÁÍÉ r1 = min{f(') | ' ∈ �}; r2 = max{f(') | ' ∈ �} :E1 = {(x; y) ∈ R
2 | x = r 
os'; y = r sin'; 0 6 r 6 r1; ' ∈ �};E2 = {(x; y) ∈ R

2 | x = r 
os'; y = r sin'; 0 6 r 6 r2; ' ∈ �}:ðÏ ÌÅÍÍÅ Ï ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ �ÌÏÝÁÄÉE1 ⊂ A� ⊂ E2 ⇒ S(E1) 6 S(A�) 6 S(E2) ⇒ 12r21 |�| 6 �(�) 6
12r22 |�| ⇒

⇒ 12(min{f(') | ' ∈ �}
)2

|�| 6 �(�) 6
12(max{f(') | ' ∈ �}

)2
|�| ⇒

⇒ 12(min{f(') | ' ∈ �}
)2

6
�(�)
|�| 6

12(max{f(') | ' ∈ �}
)2:�ÁË ËÁË f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ, �Ï ÌÅÍÍÅ 4.2lim

|�|→0'∈� max{f(t) | t ∈ �} = lim
|�|→0'∈� min{f(t) | t ∈ �} = f('):æÕÎË�ÉÑ z = 12y2 ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ, ÔÏÇÄÁ �Ï ×ÔÏÒÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï �ÒÅÄÅÌÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ1.2 ÉÚ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ Ë ÇÌÁ×Å "îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ")ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ lim

|�|→0'∈� 12(max{f(t) | t ∈ �}
)2 = lim

|�|→0'∈� 12(min{f(t) | t ∈ �}
)2 = 12(f('))2:éÚ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ �(�)

|�| É ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÚÁÖÁÔÏÇÊ ÆÕÎË�ÉÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 5.2 ÉÚ ÇÌÁ×Ù"�ÅÏÒÉÑ �ÒÅÄÅÌÏ×") ÓÌÅÄÕÅÔ:
∃ lim

|�|→0'∈� �(�)
|�| = 12(f('))2; Ô. Å. 12(f('))2 | �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �:ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 4.1 Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÔÏÇÄÁS(A[�;�℄) = �([�;�℄) = �

∫� 12(f('))2 d':�ÅÏÒÅÍÁ 4.4 (äÌÉÎÁ �ÕÔÉ ËÌÁÓÓÁ C(1)).ðÕÓÔØ 
 : [a; b℄ → Rn; 
 ∈ C(1)([a; b℄). �ÏÇÄÁ �ÕÔØ 
 Ó�ÒÑÍÌÑÅÍ (Ô. Å. l(
) < +∞) Él(
) = b
∫a ∣

∣ 
′(t)∣∣ dt = b
∫a √

√

√

√

n
∑i=1 (
′i(t))2 dt:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÏÔÒÅÚËÁ � ⊂ [a; b℄ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �(�) = l(
|�). åÓÌÉ�1 = [p; q℄; �2 = [q; r℄, ÔÏ �1 ∪�2 = [p; r℄. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ �ÕÔÉ(ÔÅÏÒÅÍÁ 2.3)�(�1 ∪�2) = l(
|[p;r℄) = l(
|[p;q℄) + l(
|[q;r℄) = �(�1) + �(�2); Ô. Å. � | ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁ.ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÄÌÉÎÙ �ÕÔÉ (Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.6) l(
) = lim p(�), ÇÄÅ p(�) | ÄÌÉÎÁ ÌÏÍÁ-ÎÏÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÄÒÏÂÌÅÎÉÀ � �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ [a; b℄.



30 ðï�åðõî á. ÷.1) ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ p(�) É l(
).ðÕÓÔØ 
1; : : : ; 
n | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÉ 
. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï �ÏËÏÏÒ-ÄÉÎÁÔÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 2.9 ÉÚ ÇÌÁ×Ù "�ÅÏÒÉÑ �ÒÅÄÅÌÏ×") �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÉ 
 ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ �ÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏ: 
′ = (
′1; : : : ; 
′n). ðÏÓËÏÌØËÕ 
 ∈ C(1)([a; b℄), �ÏÔÅÏÒÅÍÅ Ï �ÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 1.3 ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÊ Ë ÇÌÁ×Å"îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ") ÆÕÎË�ÉÉ 
′i ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎË�ÉÑ x 7→ |x| ÎÅ-�ÒÅÒÙ×ÎÁ (�ÒÉÍÅÒ �ÏÓÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ), �Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉÆÕÎË�ÉÉ |
′i| ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔmi = min{|
′i(t)| : t ∈ [a; b℄}; Mi = max{|
′i(t)| : t ∈ [a; b℄}; mi 6 |
′i(t)| 6 Mi:äÌÑ ∀t1; t2 ∈ [a; b℄ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÉÚ ÇÌÁ×Ù "äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ"
∣

∣
i(t2)− 
i(t1)∣∣2 = ∣

∣
′i(
)∣∣2 · |t2 − t1|2 ⇒ m2i (t2 − t1)2 6
(
i(t2)− 
i(t1))2 6 M2i (t2 − t1)2:ðÕÓÔØ � | ÄÒÏÂÌÅÎÉÅ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ [a; b℄ : a = t0 < : : : < tj < tm = b.p(�) = m−1

∑j=0 ∣

∣
(tj+1)−
(tj)∣∣ = m−1
∑j=0 √

√

√

√

n
∑i=1 (
i(tj+1)− 
i(tj))2 6

m−1
∑j=0 √

√

√

√

n
∑i=1M2i (tj+1 − tj)2 == m−1

∑j=0 √

√

√

√

n
∑i=1M2i · (tj+1 − tj) = √

√

√

√

n
∑i=1M2i ·

m−1
∑j=0 (tj+1 − tj) = √

√

√

√

n
∑i=1M2i · (b− a)(ÓÕÍÍÁ ÄÌÉÎ �ÒÏÍÅÖÕÔËÏ× ÄÒÏÂÌÅÎÉÑ m−1

∑j=0 (tj+1 − tj) ÒÁ×ÎÁ ÄÌÉÎÅ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ [a; b℄).áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÉÚ Ï�ÅÎËÉ (
i(tj+1)− 
i(tj))2 > m2i (tj+1 − tj)2 �ÏÌÕÞÉÍ:p(�) >

√ n
∑i=1m2i · (b− a). ðÏÓËÏÌØËÕ l(
) = lim p(�), �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ Ï �ÅÒÅÈÏÄÅ Ë �ÒÅÄÅÌÕ ×ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å (ÔÅÏÒÅÍÁ 5.1 ÉÚ ÇÌÁ×Ù "�ÅÏÒÉÑ �ÒÅÄÅÌÏ×")

√

√

√

√

n
∑i=1m2i · (b− a) 6 l(
) 6

√

√

√

√

n
∑i=1M2i · (b− a) < +∞: (∗)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÕÔØ 
 | Ó�ÒÑÍÌÑÅÍ.2) äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÄÌÉÎÙ �ÕÔÉ.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, Ï�ÅÎËÁ (∗) ×ÅÒÎÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ � ⊂ [a; b℄:

√

√

√

√

n
∑i=1 (mi(�))2 · |�| 6 l(
|�) = �(�) 6

√

√

√

√

n
∑i=1 (Mi(�))2 · |�|(ÚÄÅÓØ mi(�) = min{|
′i(t)| : t ∈ �} Mi(�) = max{|
′i(t)| : t ∈ �}).

√

√

√

√

n
∑i=1 (mi(�))2 6

�(�)
|�| 6

√

√

√

√

n
∑i=1 (Mi(�))2: (∗∗)�Ï ÌÅÍÍÅ 4.2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ lim

|�|→0t0∈� mi(�) = lim
|�|→0t0∈� Mi(�) = |
′i(t0)|:



ðòéìïöåîéñ �åïòéé ðòåäåìï÷ ðï âáúå ë ï�äåìøîùí þáó�ñí ëõòóá 31ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï �ÒÅÄÅÌÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ É ÓÕÍÍÙlim
|�|→0t0∈� n

∑i=1 (mi(�))2 = lim
|�|→0t0∈� n

∑i=1 (Mi(�))2 = n
∑i=1 (
′i(t0))2:ðÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ z = √y É ×ÔÏÒÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï �ÒÅÄÅÌÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ1.2 ÉÚ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÊ Ë ÇÌÁ×Å "îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ")lim

|�|→0t0∈� √

√

√

√

n
∑i=1 (mi(�))2 = lim

|�|→0t0∈� √

√

√

√

n
∑i=1 (Mi(�))2 = √

√

√

√

n
∑i=1 (
′i(t0))2 = |
′(t0)|:ðÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ (∗∗) É ÔÅÏÒÅÍÅ Ï �ÒÅÄÅÌÅ ÚÁÖÁÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 5.2 ÉÚ ÇÌÁ×Ù"�ÅÏÒÉÑ �ÒÅÄÅÌÏ×")

∃ lim
|�|→0t0∈� �(�)

|�| = |
′(t0)| | �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �:ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÑ 
′ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ É ÆÕÎË�ÉÑ x 7→ |x| ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ, ÉÈ ËÏÍ�Ï-ÚÉ�ÉÑ f(t) = |
′(t)| ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ�ÒÏÍÅÖÕÔËÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍl(
) = �([a; b℄) = b
∫a ∣

∣ 
′(t)∣∣ dt = b
∫a √

√

√

√

n
∑i=1 (
′i(t))2 dt:þÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ 1. ëÒÉ×ÁÑ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.ðÕÓÔØ 
 : {x = x(t)y = y(t) ; t ∈ [a; b℄ ⇒ l(
) = b

∫a √

(x′(t))2 + (y′(t))2 dt:þÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ 2. ä×ÉÖÅÎÉÅ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ, �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ �Ï ×ÅÌÉÞÉÎÅ.åÓÌÉ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÓËÏÒÏÓÔÉ (ÄÌÉÎÁ ×ÅËÔÏÒÁ ÓËÏÒÏÓÔÉ 
′(t)) �ÏÓÔÏÑÎÎÁ, Ô. Å. |
′(t)| = v =
onst., ÔÏ l(
) = b
∫a v dt = v(b − a). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÉÎÁ �ÒÏÊÄÅÎÎÏÇÏ �Ï ËÒÉ×ÏÊ �ÕÔÉÒÁ×ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÎÁ ×ÒÅÍÑ �ÒÏÈÏÖÄÅÎÉÑ �ÕÔÉ, Ô. Å. ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-ÓËÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÌÉÎÙ �ÕÔÉ ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ ÈÏÒÏÛÏ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÏ Ó ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÙÍ �ÏÎÑÔÉÅÍÄÌÉÎÙ �ÒÏÊÄÅÎÎÏÇÏ �ÕÔÉ.


