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�Z[\]\^\_`\a bFc FCde9e x > f g?:hG?BG 9:;;:<=>?@ABB DEFGH: i j Keh@G x H:j?e

i5x6 T
∫ k∞
l tx−m dt

et
.


\nnoa p?KG9H:F i5x6 NqerBKNc rFc FCde9e MeFesBKGFt?e9e x uvwxoyoz\^{|z}wa ~�2 2�2 tx−m/et/� → f ��! t → �∞, �� '#.�'�*#�� ��2�� ��&��!��&)%��$!'&� C T Cx
, $��

tx−m/et/� 6 C +&- *'�J t > U/ ������#
∫ k∞
m tx−m dt

et
6 C

∫ k∞
m

dt

et/� T
VC√
e
< �∞.

��� +�R� 'J�+!��'�) !%�����&� i5x6 +&- *'�J x, x > U/ �'&! �� x ∈ 5f, U6, �� ��+ %�����&)1%�- �#%2(!- 2���� 4�'2�%�$%�'�! !���� �.R �+%# �'�4#7 ��$2#
t T f, * 2�����3 'J�+!��'�)!%�����&� �$�*!+%�O

∫ m
l tx−m dt

et
6

∫ m
l tx−mdt T U

x
< �∞.

�on\�o_`\a ����#+%� *!+��), $�� ��! (�& J "%�$�%!-J x !%�����& i5x6 P4��R�'-P 8 ��'&�1
+�*���&)% � !%����!��*�%!�� �� $�'�-� �% '*�+!�'- 2 !%�����&# �� �2'��%�%� / �&- %�(�& J
x
���*��4��"%�- �#%2(!! t 7→ tx−me−x 8 %� �&���%���%�- �#%2(!-/

��I0~����� 0�I�0~�� �����Y���Q���
U◦. i5x6> f +&- &74��� x, x > f� i5U6 T U.
V◦. �>?@ABe?:Ft?eG >H:j?G?BG rFc 9:;;:<=>?@ABBO

i5x � U6 T xi5x6 +&- &74��� x > f.
��3'�*!��&)%�, ' ����.)7 !%����!��*�%!- �� $�'�-� � ��&#$���

i5x � U6 T
∫ k∞
l tx

dt

et
T−

∫ k∞
l tx de−t T− t

x

et
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t�l �

∫ k∞
l

U
et
dtx T x

∫ k∞
l tx−m dt

et
T xi5x6.

W◦. �jcgt N =:@KeHB:Fe;O
i5n6 T 5n− U6S +&- &74��� %��#��&)%��� n.
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��2�"���&)'�*� ��&#$���'- ��'&�+�*���&)% � ��!��%�%!�� �#%2(!�%�&)%��� #��*%�%!-O

i5n6 T 5n − U6i5n − U6 T 5n− U65n − V6i5n − V6 T . . . T 5n− U65n − V6 · · · V · i5U6 T 5n− U6S.
�◦. �:;;:<=>?@ABc j�M>@F: ?: 5f,�∞6/ �#'�) xl, xm > f ! λ ∈ �f, U�/ ��+� ���*��!�), $��i(5U− λ

6
xl �λxm)6 5U− λ

6i5xl6 �λi5xm6, �� �'�)
∫ ∞

l t�m−λ�x�kλx� dt
tet

6

∫ ∞

l
(5U− λ

6
tx� �λtx�

) dt
tet
.

I'��&�') ���*��!�), $�� t�m−λ�x�kλx� 6
5U − λ

6
tx� � λtx� , � ��� %� $�� !%�� 2�2 * �#2&�'�)��2�"���&)%�3 �#%2(!! ϕ5x6 T tx 5-'%�, $�� ϕ′′ 5x6 T tx 	
� t > f6/�◦. �GMHGH�j?eNKt 9:;;: 
 =>?@ABBO i ∈ C 55f,∞66/ ��&�� ����, * 2��+�3 ��$2� �����

Y �#%2(!- !���� 2�%�$% � �+%�'����%%!� ���!"*�+% �/ ��� �4.�� '*�3'�*� *'�J * �#2& J�#%2(!3/� +�3'�*!��&)%�'�! '���*�+&!*� "%�$!��&)%� 4�&�� '!&)%�� #�*���+�%!�O ����� Y �#%2(!-4�'2�%�$%� +!�����%(!�#��� %� ��&#�'! 5f,∞6/
�◦. �ejGrG?BG 9:;;: 
 =>?@ABB jdFBgB ?>FcO i5x6∼ m

x

��! x→ �f/ ��� #�*���+�%!� ��*%�1'!&)%� '���%���%!7 xi5x6 → U !&! 5'�/ V◦6 i5U � x6 → U ��! x → f/ ��'&�+%�� '���%���%!��$�*!+%�, ��2 2�2 ����� Y �#%2(!- %����� *%� *'7+# %� 5f,∞6 !, * $�'�%�'�!, %����� *%� *
�+!%!(�/ ������# 5'�/ U◦ 6 xi5x6 T i5U �x6→ i5U6 T U ��! x→ f/�◦. �:;;: 
 =>?@ABc d�NKHe H:NK�K MHB x→ �∞O i5x�U6> (x

e

6x / ~�2 2�2 ��+ %�����&)%�-�#%2(!- ��&��!��&)%�, ��

i5x � U6 T
∫ k∞
l tx

dt

et
>

∫ k∞
x

tx
dt

et
> xx

∫ k∞
x

dt

et
T
(x
e

)x

.

��&�� ��$% 3 ��"#&)���, ��!' *�7.!3 ��*�+�%!� i5x6 5�, '&�+�*���&)%�, ! ��2���!�&�6 %�4�'2�%�$%�'�!, 4#+�� #'��%�*&�% * 2�%(� ����� ���������/
��&#$�%% J '*�+�%!3 *��&%� +�'����$%� +&- ��'����%!- �'2!"� ����!2� ����� Y �#%2(!!%� 5f,∞6/ Q���� ����, !'��&)"#- �#%2(!�%�&)%�� #��*%�%!�, ���%� �'��'�*�%%� ���+�&�!�) �R%� ���!(���&)%#7 ��&#�') 5"� !'2&7$�%!�� ��$�2 f,−U,−V,−W, . . . 6/ ����!2 ����� Y �#%2(!!%�
R
'�/ * ��RJ���%!2� �/�/�!J��%��&)(� 5�/��, �&/ ���, �/ �WU6/

�� �%��!J "�+�$�J, '*-"�%% J ' ��!��%�%!�� ����� Y �#%2(!!, *�"%!2��� %��4J�+!��'�)"%��) �R "%�$�%!� ��! x T m�
/ ����%�3 ������%%�3 √

t 7→ t
* $!'&�%!� i( m�

) &��2� '*�+!�'- 2* $!'&�%!7 "%���%!���� !%�����&� �3&��� Y �#�''�%�O

i( U
V
)
T
∫ k∞
l

U√
t

dt

et
T V

∫ k∞
l

d
√
t

et
T V

∫ k∞
l e−t� dt.

�\w[\no 5�3&�� Y �#�''�%6/
∫ k∞
l e−t� dt T

√
π

V .

~�2!� �4��"��, i( m�
) T√

π
/ 0 ����.)7 '*�3'�*� V◦ ��&#$��� ��'7+�, $��

i(n � U
V
)
T
(
n− U

V
)
· · · UV ·

√
π +&- &74��� n ∈ N� * $�'�%�'�!, i( W

V
)
T

√
π

V .

0J�+!��'�) !%�����&� �3&��� Y �#�''�%� %� 4�'2�%�$%�'�! �$�*!+%�, ��2 2�2 e−x� 6 e−x ��!
x > U, ! ������# ∫∞m e−x�dx 6

∫∞m e−xdx T m
e

/ �&- * $!'&�%!- %�� �����4#7�'- !%�����& ��&&!'�/ �����%!� !J ����+�&�%!� ! �'%�*% � '*�3'�*�/
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\nnoa �>NKt Wn T ∫ π/�l ���n ϕdϕ rFc n T f, U, V . . . u �e9r:

�6
Wn T n− U

n
Wn−� ! 46

Wn T
5n− U6SS
nSS vn,

�+� vn T
{ U, �'&! n

%�$R�%��,
π� , �'&! n

$R�%��/
�����%!�, $�� 5Vm6SS T V · � · · · 5Vm− V6 · 5Vm6 ! 5Vm � U6SS T U · W · · · 5Vm− U6 · 5Vm � U6/��*�%'�*� �6 +�2�" *���'- !%����!��*�%!�� �� $�'�-�, � ��� ��'&�+�*���&)%�� ��!��%�%!�

5' #$R��� �$�*!+% J ��*�%'�* Wl T π�
!
Wm T U6 ��!*�+!� 2 ��*�%'�*# 46/

�^\]|z}`\a Wn ∼
√

π�n
��! n→ �∞/

��3'�*!��&)%�, !" ��*�%'�*� �6 '��"# '&�+#��, $��Wn ∼Wn−�, � ��2 2�2Wn < Wn−m < Wn−�,��
Wn ∼Wn−m/ Q���� ����, �$�*!+%� vnvn−m T π� +&-

*'�J n, ! ������#

W �
n ∼Wn ·Wn−m T vn · vn−m ·

5n− U6SS
nSS ·

5n− V6SS5n− U6SS T
π

V · U
n
.

����J�+- 2 %���'��+'�*�%%��# * $!'&�%!7 !%�����&� I T ∫∞l e−t�dt, '+�&��� * %R� "���%#������%%�3 t 7→ √
mt
O

I T√
m

∫ k∞
l e−mt�dt T√

mIm.

��+ %�����&)%�- �#%2(!- �$�%) 4 '��� #4 *��� ��! #+�&�%!! ���#��%�� �� %#&-/ I'%�*%�3*2&�+ * !%�����& +�7� &!�) ��$2! 4&!"2!� 2 %#&7, � *2&�+ �'��&)% J ��$�2 ���%�4���!����&/ ������# ���%� %�+�-�)'-, $�� !%�����& 4#+�� * $!'&�% ' %#�%�3 ��$%�'�)7, �'&! ��+ %1�����&)%#7 �#%2(!7 +�'����$%� J����� �����2'!�!��*��) �2�&� %#&- +�#��3, 4�&�� ���'��3�#%2(!�3, 2����#7 ���%� &��2� ���!%����!��*��)/ � %���$�%%�� %��! �&�%� ����7.#7 ��&)!����� �� �4'��-��&)'�*�, $�� P#���.��)P ��+ %�����&)%#7 �#%2(!7 %#�%� &!�) �2�&� %#&-,
J��- !%����!��*�%!� *�+R�'- �� 4�'2�%�$%��# ������#�2#/ ��+! ����� ! 4 &� '+�&�%� "���%�������%%�3 t 7→ √

mt
/

�&- �����&)%�3 ���&!"�(!! !"&���%%�3 !+�! %�� �����4#��'- %�'&��%�� %���*�%'�*�/ �"* �#2&�'�! �2'��%�%� '&�+#��, $�� eθ > U�θ 5����!2 �2'��%�%� &��!� %� %!�� 2�'���&)%�3* ��$2� θ T f6/ �"-* '%�$�&� θ T−t�, � "���� θ T t�, ��&#$!� %#�%�� %�� +*�3%�� %���*�%'�*�
U− t� 6 e−t� 6

mmkt�
/ ~�2!� �4��"��,

5U− t�6m 6 e−mt� +&- t ∈ �f, U� !
e−mt� 6

5U � t�6−m +&- *'�J t.��� ��"*�&-�� �(�%!�) !%�����& Im '*��J# ! '%!"#O
∫ m
l 5U− t�6m dt 6 Im 6

∫ k∞
l

dt5U � t�6m .

��'&� ��!��%�����!$�'2�3 "���% ������%%�3 5t T ��
ϕ * &�*�� !%�����&� ! t T ��ϕ 8 *
���*��6, � ��&#$!� +*#'����%%77 �(�%2# !%�����&� Im *�&&!'�*'2!�! !%�����&��!O

W�mkm 6 Im 6 W�m−�, �� �'�) √
mW�mkm 6 I T√

mIm 6
√
mW�m−�.

I'��R�'- "����!�), √mW�mkm, √mW�m−�→√
π� , ��'2�&)2# Wn ∼

√
π�n
/ ���2,

√
π

V
(U � o5U6) 6 I 6

√
π

V
(U � o5U6), �� �'�) I T

∫ ∞

l e−t�dt T
√
π

V .

�\w[\no 5����#&� 0�!�&!%��6/ i5U �x6∼ √Vπx(x
e

)x ��! x→ �∞/
� $�'�%�'�!,

nS T i5U�n6∼ √Vπn(n
e

)n /
I�&��!* �����&)%�� +�2�"���&)'�*� 2 2�%(# ���������, ��''����!� *�"%!2�#7 "�+�$#/

��� %�+� * -'%!�), 2�2 ��%-��'- %�'�4'�*�%% 3 !%�����& i5x � U6 T ∞∫
l tx e−t dt

/ � #�� "%���
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5'�/ '*�3'�*� �◦6, $�� �% �$�%) 4 '��� '����!�'- 2 4�'2�%�$%�'�! ��! x → �∞/ ���4 #��$1%!�) '2���'�) ��'��, ��''����!� ��*%!����&)%�� ��+ %�����&)%#7 �#%2(!7 f 5t6 T tx e−t ��!4�&)��� �!2'!��*�%%�� "%�$�%!! ��������� x/ ��'2�&)2# f ′ 5t6 T 5x − t
6
tx−me−x , �#%2(!- f*�"��'���� +� ��$2! x ! #4 *��� ��'&� %�R/ ~�2!� �4��"��, �R %�!4�&)��� "%�$�%!� +�'�!����'-* ��$2� x ! ��*%� (x

e

)x / ����2���%�- �'�4�%%�'�) ��*�+�%!- �#%2(!! f 8 �R "%�$�%!� f 5t6 �$�%)4 '��� #��%)����'- ��! #+�&�%!! ��$2! t �� x/ ���4 #4�+!�)'- * ����, '��*%!� ��2'!��&)1%�� "%�$�%!� f 5x6 '� "%�$�%!-�! f 5x ± xml
6/ �&- ����� %�� �����4#��'- #��$%�%!� %���*�%'�*�

U � θ 6 eθ O
U � θ
eθ

6 U− θ�� ��! |θ| 6 U.
��� +�2�"���&)'�*� ��$�! �$�*!+%�/ ���!"*�+%�- �#%2(!! ϕ5θ6 T θ�� � mkθ

eθ
��*%� θ( m� − m

eθ

)/
��"%�'�), '��-.�- * 2�#�& J '2�42�J ���!(���&)%�, ��2 2�2 m

eθ >
m
e >

m� ��! |θ| 6 U/ ������# ϕ′��%-�� "%�2 * ��$2� θ T f ' �&7'� %� �!%#'/ 0&�+�*���&)%�, ϕ5θ66 ϕ5f6 T U ��! |θ| 6 U/�"-* t T x � θ x ' 2����!(!�%��� θ T± mml
, � ��&#$!�

f 5t6 T
5x � θ x6x
exkθ x

T
(x
e

)x( U � θ
eθ

)x

6

(x
e

)x(U− θ��
)x T

(x
e

)x(U− U�ff
)x

.

���- $!'&� U− m�ll 4&!"2� 2 �+!%!(�, ��� '����%) (U− m�ll)x �$�%) 4 '��� '����!�'- 2 %#&7 ��!
x→ �∞/ ������# "%�$�%!- f(x± xml

) '#.�'�*�%%� ��%)�� ��2'!��&)%��� "%�$�%!- f 5x6/ ���2,��! 4�&)�!J x ����!2 ��+ %�����&)%�3 �#%2(!! f 5t6 T tx

et

!���� * ��$2� t T x
�$�%) * '�2!3 !�'�� 3 �!2/ �&- 4�&�� +���&)%��� !"#$�%!- #+�4%� '+*!%#�) ��� �'%�*�%!� * %�$�&� 2���+!%��,�/�/ '+�&��) "���%# ������%%�3 t 7→ t �x/ � ��&#$!�

i5U �x6 T
∫ ∞

−x

5x � t6x
exkt

dt T
(x
e

)x
∫ ∞

−x

(
U� t

x

)x dt

et
.

� *�"%!2��� !%�����&� (�&�'��4��"%� '+�&��) �.R �+%# "���%# ������%%�3 t T xθ 5���+� �����1�#��2 !%����!��*�%!- ����'��%�� "�*!'��) �� ��������� x, � ��+ %�����&)%�- �#%2(!- %��%���#���'�!�'-6O

i5x � U6 T x
(x
e

)x
∫ ∞

−m
( U � θ

eθ

)x

dθ T x
(x
e

)x

L5x6, �+� L5x6 T
∫ ∞

−m
( U � θ

eθ

)x

dθ. 5∗6

Q�2 � #�� "%���, mkθ
eθ < U ��! θ 6T f, �/�/ �#%2(!- ϕ5θ6 T mkθ

eθ

!���� * ��$2� θ T U '����!3��2'!�#�, ��*% 3 U, � * �'��&)% J ��$2�J �R "%�$�%!- ��%)�� U/ ������# ��! 4�&)�!J x ��1+ %�����&)%�- �#%2(!- ϕx 5t6 �$�%) ��&� *%� '2�&) #��+%� ��&�3 5�!2'!��*�%%�36 �2��'�%�'�!%#&-/ ��'2�&)2# *4&!"! %#&-

ϕ5θ6 T e−θk���mkθ� T e−
��θ�kO �θ�� T e−

��θ�(U�O 5θ
�6) ≈ e−

��θ� TO ψ 5θ6,
;es?e ?:rGcKtNc� $�� "���%� * !%�����&� L5x6 �#%2(!! ϕ %� �#%2(!7 ψ

%�"%�$!��&)%� '2�1
���'- %� "%�$�%!! !%�����&�, �� �'�) ��! x→ �∞

L5x6 T
∫ ∞

−m ϕ
x 5t6dt ∼ L̃5x6 T

∫ ∞

−m ψ
x 5t6dt T

∫ ∞

−m e
− x�t� dt.

��*�+�%!� !%�����&�, *�"%!2���� * ���*�3 $�'�!, !''&�+#��'- '�*'�� &��2� ' ����.)7 "���% ������%%�3 u T√x� t
O

L̃5x6 T
√ V
x

∫ ∞

−
√

x�
e−u� du ∼

x→k∞
√ V
x

∫ ∞

−∞
e−u� du T V

√ V
x

∫ ∞

l e−u� du T
√ Vπ

x
.
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���2,
i5U�x6 T x

(x
e

)x

L5x6 ∼
x→k∞ x

(x
e

)x
√ Vπ

x
T√Vπx

(x
e

)x

.

�&- '����� �4�'%�*�%!- ��!J �*�!'�!$�'2!J ��''#�+�%!3 �'��R�'- ����*+��) !''&�+�*�%!�!%�����&� L5x6 5"���%� �#%2(!! ϕ �#%2(!�3 ψ6/ � '+�&��� ��� * 4�&�� �4.�3 '!�#�(!!, *���1* � ��''�����%%�3 ���&�'�� ��! !"#$�%!! !%�����&�*, *�"%!2�7.!J * ����!! *���-�%�'��3/�&- ����� ����3+R� 2� *����3 ���� ��������� 8 !"#$�%!7 !%�����&�* ���&�'�

L5x6 T
∫ b

a

ϕx 5t6dt.
�+�') ϕ 8 %����!(���&)%�- 2#'�$%� ��%���%%�- �#%2(!-, x 8 4�&)��3 ��������/ ���� (�&)
8 �J���2���!"�*��) ��*�+�%!� !%�����&� L5x6 ��! x → �∞/ ~�2��� ��+� "�+�$! $�'�� *�"%!12�7� * ����!! *���-�%�'��3, 2��4!%����!2�, ��! �(�%2� ����2�!*%�'�! �&���!���* ! �/+/ � #�� ���!&! �+%# ��2#7 "�+�$# 5' (�&�$!'&�%% � ���������� m

*��'�� x6, 2��+� * $!'&-&!!%�����& �3&��� Y �#�''�%�/��! 4�&)�!J "%�$�%!-J ��������� x ����!2 �#%2(!! ϕx !���� ��"2� * ����%% � �!2!*4&!"! ��J ��$�2, * 2���� J # �#%2(!! ϕ '����!3 &�2�&)% 3 ��2'!�#�/ �%�$�%!- ϕx *+�&! ����!J ��$�2 ���%�4���!�� ��& / �%�#!�!*%� -'%�, $�� ���%� ' 4�&)��3 ��$%�'�)7 ��&#$!�)"%�$�%!� L5x6, ���!%����!��*�* ϕx &!�) �� ��&�%)2!� �2��'�%�'�-� ��!J ��$�2/ ��'2�&)2#�2��'�%�'�! ��& , ���%� #���'�!�) ��+ %�����&)%#7 �#%2(!7, "���%!* �R 4�&�� #+�4% � * 1
����%!��, %���!���, ' ����.)7 ����#& ~�3&���/ I'%�*%#7 ��#+%�'�) * ���&!"�(!! ���3'J�� ���+'��*&-�� * 4�� �2��'�%�'��3/ 0 �+%�3 '����% , �%! %� +�&�% 4 �) '&!�2�� 4�&)1�!�!, ��2 2�2 * ����!*%�� '&#$�� '2����'- ������%�'�), * "*�%%�- ��!��%�%!�� ����#& 
~�3&���/ 0 +�#��3 '����% , �'&! �%! '&!�2�� ��& �, �� *�&!2� ������%�'�), 2�����- *�"1%!2��� ��! "���%� *'��� ������#�2� !%����!��*�%!- %� ��&�%)2!� �2��'�%�'�!/ Q ���*!&)1%��# * 4��# �2��'�%�'��3, 2���� 3 ��"*�&!& 4 J����� �(�%!�) �4� ������%�'�!, ! '*�+!�'-
�&�*%�- $�'�) !''&�+�*�%!- !%�����&�* ���&�'�/ Q�2 '2�"�%� * 2%!�� �/���J���, �/Q%#�� !I/�����%!2� ���������	 
���
�����, �
NB;MKeKBhGN@BE :?:FBg � �Ke BN@>NNKje� BN@>N<NKje j Ke;� hKed� g?:Kt� @e9r: ;es?e d�Kt ?GdHGs?�;� : @e9r: KHGd>GKNc Keh?eNKt�/Q '$�'�)7, * ��!&���%!-J $�.� *'��� *�"%!2�7� �+%��!�% � !%�����& , !''&�+�*�%!� 2���1
� J ���%� ���*�'�! * �4.�� *!+� ��! +�'����$%� �'��'�*�%% J ���+��&���%!-J, � "���� #����!��%-�) ��&#$�%% � ����#& * 2�%2���% J "�+�$�J/��"4!*�- ��! %��4J�+!��'�! ������#��2 !%����!��*�%!- %� %�'2�&)2� ������#�2�*, ���%�'$!���), $�� �#%2(!- ϕ ��%���%%�/ ~�2 2�2 !%�����& ' #4 *�7.�3 ! *�"��'��7.�3 �#%2(!1-�! !''&�+#7�'- '�*����%%� �%�&��!$%�, �� +�'����$%� ��''������) &!�) �+!% !" ��!J '&#$��*/� +�&)%�3��� � 4#+�� '$!���), $�� ϕ #4 *���/ ~��+� *�&!$!%� !%�����&� L5x6 ����+�&-��'-* '���3

ϕx 5a6 �!2� ! ��� ��'�����3�, �� �'�) '2���'�)7, ' 2�����3 ϕ5t6 ���-�� ��2'!��&)%��"%�$�%!� ��! #+�&�%!! ���#��%�� t �� ��$2! a/ ��� 2�'���'- *�&!$!% ϕx 5a6, �� �R #$�'�) '�*'��&��2�/ ��&�� ����, +�'����$%� ����%!$!�)'- '&#$���, 2��+� ϕ5a6 T U 5����� ���%� +�4!�)'-, "�1��%!* �#%2(!7 ϕ
%� %���!��*�%%#7 �#%2(!7 ϕ̃5t6 T ϕ5t6/ϕ5a66/ ~��+� ϕ5t6 6 U, ! ������#!%�����& L5x6 #4 *��� ' ��'��� x/ I�!' *�- �'����# �!2�, � , '&�+#- ���&�'#, 4#+�� ���+��1&����), $�� ��"%�'�) (ϕ5a6− ϕ5t6) 8 4�'2�%�$%� ��&�- '����%% ���� �!�� ��! t → a

, �� �'�) ��!
%�2������ p > f '#.�'�*#�� 2�%�$% 3 ��&��!��&)% 3 ���+�& +��4! (ϕ5a6−ϕ5t6)/5t−a6p / ��&#1$�7.!3'- ��! ��2!J ���+��&���%!-J ��"#&)��� %�" *�7� �'!�����!$�'2�3 ����#&�3 ���&�'�/�R *��&%� +�'����$%� +&- %�J��+�%!- �'!�����!2! 4�&)�!%'�*� !%�����&�* ���&�'�, *�"%!12�7.!J * ��!&���%!-J/ ��2�"���&)'�*# ����� �'%�*%��� ��"#&)���� ��������� ���+���&R�
&���#/ � %�3 +�R�'- 2�$�'�*�%%�- ! *��&%� �$�*!+%�- J���2���!'�!2� ��*�+�%!- !%�����&�*
���&�'�/

\nno 5&�2�&!"�(!- !%�����&�* ���&�'�6/ �>NKt −∞ < a < b 6 �∞� : jG�GNKjG??:c ?:

�a, b6 =>?@ABc ϕ K:@ej:� hKe
5U6 f 6 ϕ < U ?: 5a, b6 B 	��

t→a
ϕ5t6 T U�

5V6 ϕ ?G jegH:NK:GK ?: �a, b6�
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5W6 B?KG9H:F ∫ b

a
ϕ5t6dt NqerBKNcu

�e9r: rFc FCde9e hBNF: β Bg B?KGHj:F: 5a, b6 NMH:jGrFBje NeeK?e�G?BG

L5x6 T
∫ b

a

ϕx 5t6dt ∼
x→k∞ Lβ

5x6 T
∫ β

a

ϕx 5t6dt.
vwxoyoz\^{|z}wa �����!� '%�$�&�, $�� !%�����& L5x6 #4 *��� ��+&�%%�� &74�3 ��2�"�1��&)%�3 �#%2(!!O +&- &74��� q ∈ 5f, U6 * ��&%-��'- '���%���%!�

qx T o5L5x66 ��! x→ �∞.

��3'�*!��&)%�, ��2 2�2 √
q < U, �� �� #'&�*!7 5U6 √q < 	��

t→a
ϕ5t6/ ������# '#.�'�*#�� ��2��$!'&� cq ∈ 5a, b6, $�� ϕ5t6>

√
q +&- *'�J t !" �a, cq �/ ��� ��"*�&-�� �(�%!�) !%�����& L5x6 '%!"#O

L5x6 T
∫ b

a

ϕx 5t6dt >

∫ cq

a

ϕx 5t6dt >
5cq − a

6 5√q6x T 5cq − a
6
qx/�.

0&�+�*���&)%�,
qx

L5x6 6
qx/�
cq − a

→ f ��! x→ �∞.

~����) &��2� ��&#$!�) #�*���+�%!� &��� / �"-* q T ϕ5β6 < U, � ��&#$!�

f 6 L5x6− Lβ
5x6 T

∫ b

β

ϕx 5t6dt 6 ϕx−m5β6
∫ b

β

ϕ5t6dt 6 qx−m∫ b

a

ϕ5t6dt TO 5qx6 T o 5L5x66 ,
�� �'�) L5x6∼ Lβ

5x6 ��! x→ �∞/ ����� +�2�"�%�/
�\w[\no 5�'!�����!$�'2�- ����#&� ���&�'�6/ �>NKt j�MeF?G?� >NFejBc FG;;� B� @He;G

Ke9e� N>�GNKj>CK @:@BG MeFesBKGFt?�G hBNF: C B p� hKe

U− ϕ5t6∼ C 5t− a
6p MHB t→ a.

�e9r:
L5x6 T

∫ b

a

ϕx 5t6dt ∼
i(U � m

p

)

5Cx6 �p
��! x→ �∞.

� �o|z_�� |^��o�a �'&! ϕ +!�����%(!�#��� * ��$2� a ! ϕ′ 5a6< f, ��

L5x6 ∼
x→k∞

U
x|ϕ′ 5a6|

5'�/ ������# ��! p T U ! C T−ϕ′ 5a66.

�� �o|z_�� |^��o�a �'&! ϕ +*��+ +!�����%(!�#��� * ��$2� a, ϕ′ 5a6 T f ! ϕ′′ 5a6< f, ��

L5x6 ∼
x→k∞

√
π

Vx|ϕ′′ 5a6|
5'�/ ������# ��! p T V ! C T− UVϕ

′′ 5a66.
�on\�o_`\ �a ~�2#7 �� �'!�����!2# !���� !%�����& L5x6, �'&! �#%2(!- ϕ %����!(���&)%�! %� #4 *��� %� ������#�2� 5a, b� 5"+�') −∞ 6 a < b < �∞6 ! U− ϕ5t6∼ C 5b− t

6p ��! t → b
/

�on\�o_`\ �a �'&! �#%2(!- ϕ +�'�!���� ��2'!�#�� *� *%#���%%�3 ��$2� tl ������#�2�
〈a, b〉 5%� 2������ ϕ %����!(���&)%� ! !%����!�#���6, *�"��'���� '&�*� �� tl, #4 *��� '���*� ��
tl ! U− ϕ5t6 ∼ C|t − tl|p ��! t → tl, ��, ��!��%!* ����#&# 2 2��+��# !" ������#�2�* 5a, tl�,
�tl, b6 * ��+�&)%�'�!, � *!+!�, $�� ��"#&)��� %�+� #+*�!�)O

L5x6 T
∫ b

a

ϕx 5t6dt ∼ V
i(U� m

p

)

5Cx6 �p
��! x→ �∞.
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vwxoyoz\^{|z}w z\w[\n�a � 4#+�� '$!���), $�� a T f 5* ����!*%�� '&#$�� '+�&��� "���%#������%%�3 t 7→ t− a
6/ �" #'&�*!- '&�+#��, $��

	
ϕ5t6 T 	
5U � 5ϕ5t6− U66∼ ϕ5t6− U∼ −Ctp ��! t→ f,�� �'�) 	
ϕ5t6 T−Ctp 5U � o5U66/ 0&�+�*���&)%�, �#%2(!7 ϕ
���%� ���+'��*!�) * *!+�

ϕ5t6 T e−Ctp �mkε�t��, �+� ε5t6→ f ��! t → f.
��&!$!%� !%�����&� L5x6 ����+�&-��'- !%�����&�� �� ϕx �� '2�&) #��+%� ��&�3 �2��'�%�'�!%#&- 5'�/ &���#6/ � ���3 �2��'�%�'�! �#%2(!- ϕ5t6 T e−Ctp �mkε�t�� **!+# ��&�'�! ε5t6 ��$�!'�*��+��� ' �#%2(!�3 ψ 5t6 T e−Ctp / ������# L5x6 �'��'�*�%%� '��*%!�) ' !%�����&��

L̃5x6 T
∫ k∞
l ψx 5t6dt T

∫ k∞
l e−Cxtp

dt

5��$2� b %� !����� '#.�'�*�%%�3 ��&!� +&- #+�4'�*� * $!'&�%!3 �%� "���%�%� %� �∞6/ �'%�,
$��

L̃5x6 T
∫ k∞
l e−Cxtp

dt T
∫ k∞
l e−td

(
t

Cx

) �
p T e−t

(
t

Cx

) �
p
∣∣∣∣
k∞
t�l�

U
5Cx6 �p

∫ k∞
l t

�
p
dt

et
T
i5U � m

p

6
5Cx6 �p .

��'����$%� 5'�/ &���#6 +�2�"��), $�� +&- %�2������� β ∈ 5f, b6

Lβ
5x6 T

∫ β

l ϕx 5t6dt ∼ L̃β
5x6 T

∫ β

l e−Cxtp

dt
��! x→ �∞.

��'2�&)2# L̃β
5x6 ∼ L̃5x6 � x−

�
p
, %�� %#�%� ���*��!�), $�� Lβ

5x6− L̃β
5x6 T o

(
x−

�
p
)/ ��")�R�

$!'&� β '��&) ��& �, $�� ε5t6 > − m�
!, '&�+�*���&)%�, ϕ5t6 6 e−

C� tp +&- *'�J t !" !%���*�&�
5f, β6/ �#'�) �.� α T α5x6 T x−

��p / ~��+�

|Lβ
5x6− L̃β

5x6| 6

∫ β

l |ϕx 5t6− ψx 5t6| dt T
∫ α

l . . . �
∫ β

α

. . . T Jm5x6 �J�5x6.
0%�$�&�, ��&)"#-') %���*�%'�*�� |ϕx 5t6− ψx 5t6| 6

���{ϕx 5t6, ψx 5t6} 6 e−
C� xtp , �(�%!� !%�����&

J�5x6O

J�5x66

∫ β

α

e−
C� xtp

dt 6

∫ k∞
α

e−
C� xtp

dt T U
x
�
p

∫ k∞
αx

�
p

e−
C� up

du.

~�2 2�2 αx �p T x
��p → �∞, �� ��'7+� '&�+#��, $�� J�5x6 T o

(
x−

�
p
)/ ���4 � ��&#$!�) ��+�41%#7 �(�%2# +&- !%�����&� Jm5x6, *�'��&)"#��'- %���*�%'�*�� |eu − ev| 6 |u − v|���{eu, ev}, !"2������� '&�+#��, $��

|ϕx 5t6− ψx 5t6| T
∣∣∣e−Cxtp �mkε�t�� − e−Cxtp

∣∣∣ 6 Cxtp|ε5t6|��� {ϕx 5t6, ψx 5t6} 6 Cx tp|ε5t6| e− C� xtp

.

������#

Jm5x66 Cx

∫ α

l
tp|ε5t6| dt
e

C� xtp
6 Cx ���l

<t<α
|ε5t6|

∫ α

l
tp dt

e
C� xtp

<

< Cx ���l
<t<α

|ε5t6|
∫ k∞
l

tp dt

e
C� xtp

T V
( V
Cx

) �
p ���l

<t<α
|ε5t6|

∫ k∞
l

tpdt

etp T ��
��
x
�
p

���l
<t<α

|ε5t6|.

I'��&�') "����!�), $�� ���l
<t<α

|ε5t6| → f ��! x→ �∞, ��'2�&)2# α T x−
��p → f/ ~�2!� �4��"��,

Jm T o
(
x−

�
p
)/ ~������ +�2�"�%�/
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�on\�o_`\ �a I$�*!+%�, * +�2�"���&)'�*� * 2�$�'�*� 4�'2�%�$%� ��&�3 α5x6 %� �4-"���&)%�4���) x− ��p / ���%� &!�), $�� α5x6→ f ! x �pα5x6→ �∞ ��! x→ �∞/ ��� ��"*�&-�� #��$%!�)
-*&�%!� &�2�&!"�(!! * #'&�*!-J ������ O

L5x6∼
∫ akα�x�

a

ϕx 5t6dt ��! x→ �∞, �'&! α5x6→ f !
x
�
pα5x6→ �∞.

�Z[o�_\_`\ �a ����&%!�� #�*���+�%!� ������ , ��''�����* '&#$�! C T f ! C T �∞O
�6 �'&! (U− ϕ5t6)/5t− a

6p → f ��! t→ a
, ��

x
�
p L5x6→ �∞ ��! x→ �∞�46 �'&! (U− ϕ5t6)/5t− a

6p → �∞ ��! t→ a
, ��

x
�
p L5x6→ f ��! x→ �∞/

vwxoyoz\^{|z}w ����#& 0�!�&!%��/ Q�2 #�� ����$�&�') 5'�/ ��*�%'�*� 5∗6 %� '��/�6,

i5U �x6 T x
(x
e

)x

L5x6, �+� L5x6 T
∫ k∞
−m ϕx 5θ6dθ !

ϕ5θ6 T U� θ
eθ

.

��'2�&)2# ϕ′ 5f6 T f ! ϕ′′ 5f6 T −U, ��!��%!� �� $�'�% 3 '&#$�3 ����#& ���&�'�/ I% +�R�
%�� 5' #$R��� *������ "���$�%!- 2 ����#&!��*2� ������ 6, $�� L5x6∼√Vπ/x / ~�2!� �4��"��,i5U �x6 T x

(
x
e

)x
L5x6∼ √Vπx(x

e

)x ��! x→ �∞/
~������ +�2�"�%�/

�Z[o�_\_`\ �a �#'�) a ∈ R
/ ��2��!��, $�� i5x � a6∼ xai5x6 ��! x→ �∞/

�[`n\[�a
U◦. ��3+R� �'!�����!2# %�!4�&)���� 4!%��!�&)%��� 2����!(!�%�� Cn�n / 0%�$�&� ��'���1�!�, $�� ���%� ��&#$!�) '�*'�� ���'� �! �(�%2��!/ 0 �+%�3 '����% ,

Cn�n <
�n∑

k�l
Ck�n T 5U� U6�n T �n.

0 +�#��3 '����% , 2����!(!�%� Cn�n 8 %�!4�&)�!3 * ���3 '#���/ ������# 5Vn � U6Cn�n >
�n /

~�2!� �4��"��, Cn�n T �n n−θ , �+� θ T θn ∈ �f, U�/ ��!��%�%!� ����#& 0�!�&!%�� ��2�" *���,$�� !'�!%� &��!� ��'���+!%�O

Cn�n T
5Vn6S5nS6� ∼

√VπVn ( �ne
)�n

(√Vπn (n
e

)n)� T
�n

√
πn

.

V◦. �#'�) a > f ! an T a5a�U65a�V6 · · · 5a�n− U65a�n6/ � -'%!�, ' 2�2�3 '2���'�)7 ��'�#���! $!'&�/ ~�2 2�2

i5a6an T i5a6a5a � U65a � V6 · · · 5a �n− U65a �n6 T
T i5a � U65a � U65a � V6 · · · 5a �n− U65a �n6 T
T i5a � V65a � V6 · · · 5a �n− U65a �n6 T . . .

T i5a � U�n6,
�� !'��&)"#- ��"#&)��� #����%�%!- V, � ��&#$���

an T
i5U�n � a6i5a6 ∼

5U �n6ai5U �n6i5a6 T
5U �n6anSi5a6 ∼ nanSi5a6

��! n→ �∞.

���2� *!+��), $�� ���+��&���%!� a > f ���%� �'&�4!�) 8 ���� �������� ����� &74 �*�.�'�*�%% � $!'&��, ��&!$% � �� f,−U,−V,−W, . . . /
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W◦. ��3+R� �'!�����!2# !%�����&� L5x6 T ∫ ml txtdt
��! x → �∞/ �#%2(!- f 5t6 T tt

'�����
#4 *��� %� 5f, me

� ! '����� *�"��'���� %� �me , U
�/ ��'2�&)2# 	��

t→
l tt T U, ���%� '$!���), $�� f 5f6 T

U/ ~�2!� �4��"��, �#%2(!- f !���� +*� '����!J ��2'!�#�� 8 * ��$2�J f ! U, ��!$R� f 5f6 T
f 5U6 T U/ �R ����!2 !���� * ��!J ��$2�J �!2! �+!%�2�*�3 * '�� / �� �!2 * ��$2� f "%�$!��&)%��'����, $�� �!2 * ��$2� U, ��2 2�2 f ′ 5f6 T −∞ !

f ′ 5U6 T U/ ������# *2&�+ �2��'�%�'�! %#&- *!%�����& L5x6 +�&��% 4 �) '#.�'�*�%%� ��%)�� *2&�+�, +�*������ �2��'�%�'�)7 ��$2! U/��"�4)R� !%�����& L5x6 %� '#��# +*#J !%�����&�*

L5x6 T
∫ m
l txtdt T

∫ �
e

l txtdt �
∫ m
�
e

txtdt T Ll5x6 �Lm5x6.
�%�����& Lm5x6 !''&�+#��'- ' ����.)7 ����#& ���&�'� 5p T U6O Lm5x6 ∼ m

x

/ �'��&)"#-
��"#&)��� #����%�%!- U46 ��! p T U, ��&#$���, $�� xLl5x6→ f/ ~�2!� �4��"��, L5x6∼ m

x

/
�Z[o�_\_`\ �a Q�2�*� �'!�����!2� !%�����&� Ll5x6 T ∫ �

el txtdt X
�◦. ��3+R� �'!�����!2# '#��

Sn T
n∑

k�l
nk

k S .
�'%�, $�� ��� "%�$�%!� n1�� �%���$&�%� ~�3&��� �#%2(!! ex , * $!'&�%%�� * ��$2� nO Sn T
T �

��l
,n
5n6/ ��'��&)"#��'- !%�����&)% � ���+'��*&�%!�� �'���2� * ����#&� ~�3&���O

f 5x6− T f
x�,n 5x6 T

5x− xl6nkm
nS

∫ m
l 5U− t

6nf �nkm�(xl � t5x− xl6) dt.
�"-* x T n, xl T f ! f 5x6 T ex , � ��&#$!�

en − Sn T nnkm
nS

∫ m
l 5U− t

6nentdt T nnkm
nS

∫ m
l ϕn 5t6dt,

�+� ϕ5t6 T 5U− t
6
et / ~�2 2�2 ϕ′ 5f6 T f ! ϕ′′ 5f6 T −U, �� ��!��%!� �� $�'�% 3 '&#$�3 ����#& 

���&�'�O
en − Sn ∼ nnkm

nS
√

π

Vn ∼ nnkm
√Vπn5ne

6
n
·
√

π

Vn T
U
V e

n

5* 2�%(� � *�'��&)"�*�&!') ����#&�3 0�!�&!%�� +&- ��2���!�&�6/ ~�2!� �4��"��, Sn ∼ m� en /
� '&�+#7.�� ��!���� ���4#��'- %�3�! �'!�����!2# '#�� 4�&)���� $!'&� '&����� J/ ���1��&)%� �% %� '*-"�% ' �'!�����!$�'2�3 ����#&�3 ���&�'� 8 %� #+�R�'- 5�� 2��3%�3 ���� '��"#6'*�'�! !"#$�%!� '#�� 2 !"#$�%!7 !%�����&�/ I+%�2� !+�- ����+� ���&�'� ����2�!*%� ! *���� '&#$��/ ��&� * ���, $�� * 2��+�3 '#��� '&����� � '%�$�&� �$�%) 4 '��� ��'�#�, � "����'��&) �� 4 '��� #4 *�7�, �4��"#- * '�2!3 ! �'�� 3 �!2/ ������# +&- ��!J '#�� '���*�+&!*

+!'2���% 3 �%�&�� &��� � &�2�&!"�(!!/ �&- %�J��+�%!� �'!�����!2! � * +�&!� '��*%!1��&)%� %�4�&)�#7 ��#��# '&����� J, +�7.!J �'%�*%�3 *2&�+ * '#��#/ �'��&)"#- ����#&#
~�3&���, ��&#$!� +&- %!J #+�4%�� �%�&!�!$�'2�� ���+'��*&�%!�, 4&���+��- 2������# %�3+R��'!�����!2# !J '#�� / I'��&)% � '&����� � 5*2&�+ 2���� J * '#��# ���%�4���!�� ��& ��'��*%�%!7 ' *2&�+�� * +�&�%% J '&����� J6 ��#4� �(�%!� '*��J#/ I'%�*%�- ��#+%�'�) * ���1
&!"�(!! ����� ����+� '�'��!� * %�����+�&�%%�'�! 8 2�2 �%��� '&����� J *2&7$!�) * ���*#7,����+�&-7.#7 ��#��# '&����� J/ �'&! ��� ��#��� '&!�2�� *�&!2�, �� ���#� *�"%!2%#�) ��#+1%�'�! ' !'��&)"�*�%!�� ����#& ~�3&��� 5������%�'�), * "*�%%�- �R ��!��%�%!��, �2����'-'&!�2�� 4�&)��36/ �'&! �� ��# ��#��# '!&)%� #��%)�!�), �� *%� �R �'��%#�'- +�*�&)%� 4�&)1�!� '&����� �, � ��� "���#+%!� !&! '+�&��� %�*�"���%�3 #+�*&��*��!��&)%#7 �(�%2# *2&�+����%�4������ J '&����� J∗� / ���%!� ����+�&�*��) ��� %����'��� ����-�'�*!� ��-*&-��'- &!�)��'&� ����%!- %���&��� $!'&� ��!����*/

∗). ” ”, 5- .
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�◦. ��3+R� �'!�����!2# '#�� 5+�&�� p > f 8 =B@NBHej:??�E ��������6 ��! n→ �∞

Sn T
n∑

k�l
(
Ck

n

)p

.

~�2 2�2 $!'&� Ck
n

4 '��� *�"��'��7� ��! U6 k 6 n/V, �� �'%�*%�3 *2&�+ * Sn
*%�'-� '&����� �' %������!, 4&!"2!�! 2 n/V/ � #4�+!�'-, $�� +�'����$%� #$�'�) ��!���%� n�/� (�%���&)% J$&�%�*/���+��&���-, $�� n T Vm, ��&#$!�

S�m T 5Cm�m6p

U� V ∑

m6k<m

(
Cm−k�m
Cm�m

)p

 .

���4 %�3�! �&�*%#7 $�'�) '#�� , "����!�, $�� ��! k> U
Cm−k�m
Cm�m T m

m � k
∏

m6j<k

U− j
m

U � j
m

T m

m � k
���
( ∑

m6j<k

	
 U− j
m

U � j
m

)
.

�" '���%���%!- f < −Vt− 	
 m−tmkt TO 5t�6 5f < t < U/V6 '&�+#��, $��

Cm−k�m
Cm�m T

{ (U �O(m−m/�))e−k�/m ��! k 6 m�/�,
O
(
e−m

�/�) ��! k > m�/�.
~�2!� �4��"��,

∑

m6k<m

(
Cm−k�m
Cm�m

)p

T
(
U�O

( U
�
√
m

)) ∑

m6k6m�/�
e−

p
m k��o5U6 ∼

m→∞

∑

m6k6m�/�
e−

p
m k�.

~�2 2�2
e−

p
m �kkm�� 6

∫ kkm
k

e−
p
m u�du 6 e−

p
m k�,

��
∑

m6k6m�/�
e−

p
m k� T

∫ m�/�
l e−

p
m u�du �O 5U6 T

√
m

p

∫ √
p �
√

m

l e−t�dt �O 5U6.
0&�+�*���&)%�,

∑

m6k<m

(
Cm−k�m
Cm�m

)p

∼
√
m

p

∫ √
p �
√

m

l e−t�dt ∼
√
m

p

∫ k∞
l e−t�dt T U

V
√
πm

p
.

���2,
S�m ∼

√
πm

p

(
Cm�m

)p

.

�&- ��&#$�%!- �2�%$���&)%��� ��"#&)���� �'��R�'- *'���%!�), $�� Cm�m ∼
�m

√
πm

/ ������#

S�m ∼ U√
p
5πm6 �−p� V�pm !&! Sn ∼ U√

p

(π
Vn
) �−p� Vpn T V�nk �� �p

√ 5πn6m−p

Vp .


