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���������� ���	����
 ������������� ����
 ��
 ������
 �� ���
��� ��	��� ��������� � ������ ������������ ������ ����
������ �������	�
 �������	 �� ������ ��!

"���� #���� � ���
 ��� ���� �� ����� ���������� ���� �$�
�� % �����& ������� ��������
 ������� �������� ����� �����
����'�! (� ���� ������� �������� ��� ���)����
  �������� � � ��
������
 ����������� ������ ���������� � �)��� ���! ������ *+,
� �! -!-�! .������� ���� ��  ���� � $���� ������� ��������
 ���
�����
 �� ������ ���
 ��
 �� ��������� ��������� ����������
��������� �������
 ���� �� �����! /���� �������� ����	  ���
������� �� ����� �������� �����������������!

0 ����� ����
 ���� ����
 ��� �������)����	 �� ��������'� �����
���������	 � �)�� �m������� ������������ ��)���� ������� �#��
 ���� �������� ������
 ��
 �������
 �� ����� ������ ������ ���
������� ���� � Rm ��������� ��� ����� ��$)����	! 0��� ������
���������� '������� ���� � ��������� ������������
 � �������
������	 ������  ���  � %�������& ������
 $���  ���� ���� �
��� �����	$� ����
 � �� ���� �������� ����� � ����� �������
�! /� � ������������
 ������� ��������� � ������������� �������
����������� ������ ���������� �� ��������'�� � �)��� 1 � ����
����� ��������'
 ����� ������ ���� ������� � �� �������� 1
� ���������� ������ ����	 ���'�������	 �������	
  ��� ��� ���
��� �������� ������ ���� ��  ����  ������ ������� ��������!
.����� #�� ������
 ���� ��� �� ������� �� � ������ ��	  ����
������ ����������� �����	  ���������� ������� � ���� � ��
��� 2�������� ������ 1 ���������� ��������� �� #�� ������ ��
���������	 ���������	 � �)���! 3� �������
 � ��$��� 4� ����5�

�� ���� ���� ����� �Lebesgue	
 ��������
 � ����������� ����������
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� *67- ���� #��	 ��� ����  �������� ����� ����! 0�������	 ���
��� ������ �������� �������� ��������
 #��� ��������� ����
�����	$� �������� � ���� �����������!

"��������� ���� ������������ ������������ � �)���� �� ����

�������)����	 �� ������ �� ����������� �����������	 �����	
  ���
������������ 4� ���� �� ������ ��������� ������������ ��� ���
���	! 8�� ����������� �� ��������� $����! 3������ �� ������
���� ���� m�G� �������� ������������� G �����������	 �����	

������� �)� �����	 ����� ��� ����������� ���������! .���� 4��
 �� ����� ������
 ��������� � ���$��	 ����	
 ��������� �)� ���
������������ ��������� E � R � ������� ���������

me�E� 9 inffm�G� jG � E� G� �������� ���������g�

0��������	 ����	 mi�E� ������������ ��������� E ����������
������

mi�E� 9 m�:� �me�: nE��

��� :1 ����������	 �������
 ��������	E! 8���������� ����
������ ���������� �������
 ��� ��� ���$���  ���������� ����
���������! 8 ��� ������� ���$��	  ���������	 ��� � ���������
����	 �������� ���������! "���� #���� ��������� ��������
����
 ��� ������ ������� ��������
 ����������� � 2�����
������ ����������
 ���� ������ ��
 � 2���'� ���������
 �������
��� ����	
 � ������ ���	����� ��)����	 ���������!

/��� � �����
 ����
 �� �������� �� �)�� �� �������� ����
������� ����
 �� ������ �����	! 8� ������� �����	$	 ����
���������	 #��� 1 ��������� ���$��	 ����! ;�
 ��� �������

%������������ �������� � ��� ������&! <�������� �����������
�� #��	 ��������� �������)����� � ��������� ���2'��������
���
 �������
 � ���� %/���� 2���'	 �����������	 ��������
��	& =!"!(��������� ���������� ��������!

"� �������)����� ������������ �� ������ ������� #�� �������
����� ���������� ����	 ������ � ���������� ���� ����  ���
����� �������! ����������
 ��� ��� ������ �������� ���������
���� �������� ������������ ���� � ������� �����������������
�����
 �� ���� �������
 ������	 ������� �����������������
 ��� �
��������� ���� � ��������'� �����! 8����� ����)���� �������

��� ����� ��	��������
 ��� � ��������� ����
 �������)����� ��
�������� ��������'� ����������� ��������� ��������� ���������
��	 ������
 ��� � �)�� ��� ������� 
 �������������
 ����������
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������� � �������� ����������! >��� ������ ���  ���� ������
���
 ��� �� ���������' ���� �����������	 � ������ ����
���� � ��� ��������� ��������� ��������� ��������� %#������
������ �� ��	&
 ������� �� �������� ���� ����� �� � �����  ���
������������ �������������!

0 ������	$��
 ������� � �����  �������� ����������� ?������
����5�
  ��� ��������
 ��� � ��������' 4� ��� ��$����� ����
����� ��� � ������������! 0��������
 #�� ��)����� ����������
����� ���$��	 ����
 � ��������� 1 ����������� ������ ���$���
����
 �� �������� �������� ���������
 �! �! �� ������� �� ���
������! <�� #���� ���� ������ ��������
 ��� �������� ������
���� ���� � ������� ����������������� ������ ���������� ��
������������ � ���������	 ����' �������� E � G ��� �������
����� ������� ��������� E ������������������� �������� � ���
������'�! >�� ��� ������ ��������� ������ ���$��� ���� ��
�� �	 ����
 �������� �� ����
 �������������� �������� ������
���� � ���!

x �� ������� ���

;����
 �����������	 ?���������
 ����������
 ��� �� �������
�� ���������� ���� �������
 ��� ���� � ���������� ����$��
�
 �� ������������ �$� �������� 2���'��
 � ���������
���� ��� ��������������	 � ���� ��)����������������� 2���'

�������)����� �� ���� ������������� ��������� ���������! =�����
���� 2���'  ���������� ������ ���$�� �����! "������
������ ����������!

������������ "���� A�X� 1 ������ �� ���� ����������� ������
���� ��������� X! ������� ����� � X ���������� ����� 2���'�
� @ A�X�� A7�B�C
 ���

I! ���� 9 7 

II! ��A� �
�P
n��

��An�
 ��� A �
�S
n��

An!

3��	���� II ���������� 	
������ ������������	����

8����� ��� ������� ���	���� ���$��	 ����!

*� 0��$��� ���� ����
�� ������������� �! �!

�� ��������	 A � A� � � � � �AN 
������ �� ��A� � ��A�� B � � �B
��AN �!

�� �����������������	��
 �Carath eodory	
 ��!����"
 � �������� ����������

!



>�� ���	���� ���������� ���������� � ��)����	 ������������
��
 ��� ������
 ��� �� n � N ��� ��������� An �����! I

-� 0��$��� ���� ���������� �! �!

�� ��������	 A � B 
����� �������
�� ��A� � ��B�!

>�� ������	 �����	 ���	���� * �� N 9 *!
;� ��  ���� ������������ ���$�� ���� � �����	 � ����� 

��������� �$� ��� � ��
 ������� ����������� �� �������
���� ����! /��� ���$�� ���� �������� �������� � �����!

������������ "���� �� 1 ����
 ������������ �� ��������'� P
����������� ��������� X! (� ������ �� ���� ����������� ������
���� X �������� 2���'� ��
 ������ ��� ������������ ������
���� E � X

���E� 9 inf

��
�
X
k��

���Pk� jE �
�
k��

Pk� Pk � P ��� ���� k � *

��
� ���

���� � ��������'� P �� ���������� ����������������� ��������
Pk
 � ������� ������� ���������  �E
 �� �� ������
 ��� ���E� 9
B��!

.�����
 ��� �� ��������� �� ������ ����������������� fPkgk��
����� ������������ �� �� ������� ����	���� fP�g���
 ���������

������� ����	���� ����� ������������
 � �����
�P
j��

���P�j
� ���� 

�� �� �� �� �	 ������' ��������� D ���������������� ���	����
������������ ������!

�����	�� ������	 �� � �����		 ����� �����������	 ���� ���
��
������ �������� �� �� ���������� P ������� � � �� 
��������
�
�� P � P� � ���P � 9 ���P ��

;�  ���� �������� �� ���$��	 ����	
 ���������� ����	 ��!

< � � � � � � � � � � � � �! "���� E � P! /���� � �������� �������
#���� ��������� #�������� ��������'� P ����� ����� ����������
��������� E
 �
 �
 � � � "�#���� ���E� � ���E�! 0����� � ���
 ���

E �
�S
j��

Pj 
 ��� Pj � P �� ���� j � N
 �� ���E� �
�P
j��

���Pj� � ���

�



��)����	 ������������� ���� �������� ,!-�! 0��� �����������
�� ����������������� fPjgj�� ������ �������
 ��� ���E� � ���E�!
/��� � �����
 ���E� 9 ���E�E � ��������
 ����� 9 7!

8������� �������� ��)����� �������������� ��
 �! �! ��������
������ �����������

���E� �
�X
n��

���En�

� ������
 ����� E �
�S
n��

En! "� #��� ����� ������
 ��� ������

����� ����������� �������
 ��� ��� ���� ��� ��������! .�2��
����� ����������� ���� � � 7  �� ������ n ��	�)�� ���� ����
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j � P �j � N�
 ���

En �
��
j��

P
�n�
j 

�X
j��

��
�
P
�n�
j

�
� ���En� B

�

-n
�

0 #��� ������

E �
��
n��
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j��
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�X
n��

���En� B ��

0��� ������������ � ������ ������� ��)����� ��������������
��! I

x �� ������������� �����������

3�������� ���������� ������� � ������� ������� ������ �� ����
�����
 �� ������� ������������  � ������ ����
 �������� �� �����
����'�!

������������ "���� �� 1 ����
 ������������ �� ��������'�
P ����������� ��������� X! ;�������� e � X ���������� �����

�����	����
 ��� ���e� 9 7� �!�! ��� ��� �� ��� � � 7 �����

�



������� ����� ������������������ �������� P�� P�� � � � 
 ��������
���� ��������'� P
 ���

e �
�
n

Pn 
X
n

���Pn� � ��

3����� ���� �������������  ���� � �������� ������� N � �  ��
��������� � ������ ������ P � N 
 �!�! ��������� ������ ��

���������� ��� P
 ���  N 
  ���� �������� 	���������� �����
�

��� ��������'� P  � �������� ������� A�P� ���! "���������
 ���
� ����� ��  ���������	 � ����� ����������� � ������ ����� ��
������ �� ��������'� P
 ��  �� ���� ��
 ��������� �� ��� �����
������ �������������!

3�������� ���������� ������� ������	 ���������
 �������	��
� ���������� ����! 8����������
 ��� ����������� ����	 �� ���$�
��� ���� ��
 ��  ����
 ��� ������
 �������	 �� ������ �� ����
����������� ��������� ���������
 ��� �� ����� ������� �� ����
����������  ������ �������� �� ������ ����������	 ���� #��	
������ ��!

�����	�� ������� ������ ���! �� �� 
�������� �"������
���������� P �
� ����� �����������	 ���� ���

>�� ���� ��  ���� �������� 	���������� ����������� ����
��!

"��������� ������ �� ������  �� ��������������! 8�������
��� ����� ������ � ������ ������	 �������� ����
 ��� ������ �� ��
����������� � ������ ���� �������� 2���'�
 �!�! � ���! F��
#�� ��������
 �� �������
 ��� #��� � ��� ���� ����
 ��� ��� ��
������ �����������
  ���� ������� ���$��	 ����! (�����'

#�� ���� �������� ����������� ��
 ���������
 ��� �� ������� �
������� x-
 #�� ���	���� � ������ ���$��� ���� ��!

/�� ���  ���������� � ������ ��������'� ��������� � ��� �����
������	 � ������
 �� � ���������	 ������� ��������

���������� #
	��	 ����� �����������	 �� ����������� ����
"!� ���������� �� "������
��� �"������ $�%� �����������

x ��  ������������� ����������!� �����������

(������ ��������� � ��������
 �������  ���� ������������
� ������	$��! G���� � � �������� ����������� ���������� ����

#



��
 �������)����	 �� ��������'� PE �� 1 ���$��� ����
 ������)�����
��� 3���������� � ������ ��������'� P 1� ����� ���������� ����
� 1 � ����������  ����	 A! 0������ � ��� ���������  ���� �����
���� �������!

(������
 ���
 ��� �������� � ���������� ���$��	 ���� ��

���! ��������� ����
 ���� � �������� ��������� A ���������� ��
2������

��A� 9 inf

��
�
X
k��

���Pk� jA �
�
k��

Pk� Pk � P ��� ���� k � *

��
� �

H�����	 ������
 ���������	 ��� � #��� �������2� 1 �����
������ � ���������� ���� ��
 ������� �� ������������! G����
����� ������
 �� ������ �������
 ���������� �
 ����� �����
��������
 ��� ���������� �� �� ��� ���� �� A � �� �������
�)� ����
 �������
 ��  ���������� � ������ ��������'� P!

0����� � ���
 �������� � ���������� ���� �� ������ ��
  ����
$�����
 ��� ����������� � ������
 �� ������ � �������! ;����
��������
 ��� ������	$�� ���������� ���� �
 ��� ������
 ����
�����! 8����� ��� �� ���������� �� ������ ����� ������ ���
�����	
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