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Îäíà çàäà÷à îá óñëîâíîì ýêñòðåìóìå: âûâîä êàíîíè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Ãèááñà

Â ýòîì ïðèìåðå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè î ðàñïðåäåëåíèè N
÷àñòèö ïî ýíåðãèÿì. Ðàçìåðíîñòü ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû ðàâíà 6N . Íà ïðàê-
òèêå N îãðîìíî � ñðàâíèìî ñ ÷èñëîì Àâîãàäðî 6 · 1023.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà ìîæåò íàõîäèòüñÿ â îäíîì èç ñîñòîÿíèé 1, . . . , n, õàðàê-

òåðèçóþùèõñÿ çíà÷åíèÿìè ýíåðãèè E1, . . . , En. Äîïóñòèì, ÷òî òåìïåðàòóðà T ñèñòåìû
ôèêñèðîâàíà (ýòî îáåñïå÷èâàåòñÿ, íàïðèìåð, âçàèìîäåéñòâèåì (îáìåíîì ýíåðãèè) íà-
øåé ñèñòåìû ñî çíà÷èòåëüíî á�îëüøèì èñòî÷íèêîì òåïëîòû). Èìååò ìåñòî ôèçè÷åñêèé
çàêîí: âåðîÿòíîñòü pi, ñ êîòîðîé ñèñòåìà ïðåáûâàåò â ñîñòîÿíèè i, çàäàåòñÿ ðàñïðåäåëå-
íèåì Ãèááñà:

pi =
e−βEi

n∑
j=1

e−βEj

.

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë êîíñòàíòû: β = 1/kT , ãäå k � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà.

Ôóíêöèþ H(p1, . . . , pn) = −
n∑
i=1

pi ln pi ôèçèêè íàçûâàþò ýíòðîïèåé Áîëüöìàíà �

Ãèááñà, à ñïåöèàëèñòû ïî òåîðèè èíôîðìàöèè ýíòðîïèåé Øåííîíà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
âûðàæåíèå p ln p ïðèíèìàåò íóëåâîå çíà÷åíèå ïðè p = 0. Ìû âûâåäåì ñïðàâåäëèâîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ Ãèááñà èç ïðèíöèïà ¾ïðèðîäà ìàêñèìèçèðóåò ýíòðîïèþ¿. Ïîñêîëüêó pi
� âåðîÿòíîñòè, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ pi > 0,

∑
i pi = 1. Ìû áóäåì òàêæå äëÿ ïðîñòîòû

ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû
∑

i piEi = E ïîñòîÿííà (â îòñóòñòâèå ýòîãî
ïðåäïîëîæåíèÿ íóæíî âìåñòî H ðàññìàòðèâàòü è ìèíèìèçèðîâàòü ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ

E − kTH).
Áóäåì èñêàòü ìàêñèìóì ýíòðîïèè ïðè äâóõ îãðàíè÷åíèÿõ ìåòîäîì ìíîæèòåëåé Ëàãðàí-

æà. Ââåäåì ôóíêöèè F (p1, . . . , pn) =
∑

i pi, G(p1, . . . , pn) =
∑

i piEi, ìíîæåñòâàìè
óðîâíÿ êîòîðûõ çàäàíû îãðàíè÷åíèÿ. Äëÿ ïîèñêà òî÷åê p = (p1, . . . , pn), ¾ïîäîçðèòåëü-
íûõ¿ íà ýêñòðåìóì, ðåøèì ñèñòåìó

∇H(p) =λ∇F (p) + µ∇G(p),

F (p) = 1,

G(p) = E.

Ïîëó÷àåì: 

− ln pi − 1 = λ+ µai, i = 1, . . . , n,∑
i

pi = 1,∑
i

piEi = E,

îòêóäà pi = e−λ−1e−µEi = Λe−µEi , ïðè÷åì Λ = e−λ−1 = (
∑

i e
−µEi)−1. Òàêèì îáðàçîì, èç

òðåòüåãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì:

Λ
∑
i

Ei e
−µEi = E.
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Ïîñêîëüêó ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ îò µ, ñòðî-
ãî óáûâàþùóþ íà R îò +∞ äî 0, ýòî ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ïðè åäèíñòâåííîì çíà÷åíèè
µ.
Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ¾ïîäîçðèòåëüíàÿ¿ íà ýêñòðåìóì òî÷êà p ñ

ïîëîæèòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè pi. Ôóíêöèÿ H íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå (ñèìïëåêñå)

{(p1 . . . , pn)
∣∣ ∑

i

pi = 1, pi > 0}

íåîòðèöàòåëüíà, äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé, îáðàùàåòñÿ â íóëü íà
ãðàíèöå. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåííàÿ ïîäîçðèòåëüíàÿ òî÷êà è åñòü èñêîìàÿ òî÷êà ìàê-
ñèìóìà.


