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�°®¤®«¦¥¨¥ (2)

�°³£®© ¯³²¼ § ¢¥°¸¨²¼ °¥¸¥¨¥ § ¤ ·¨ II.1 | ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥ ¥ª®²®°»µ § ¬¥· -

²¥«¼»µ ±¢®©±²¢ ª ²®°®¢  ¬®¦¥±²¢  C: �» ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ª ²®°®¢® ¬®¦¥±²-

¢® ª ª ª®¬¯ ª², ¯®«³· ¥¬»© ¨§ ®²°¥§ª  [0; 1] ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ±² ¤ °²®© ¯°®¶¥¤³°»

"¢»¡° ±»¢ ¨¥ ¢³²°¥¥© (®²ª°»²®©) ²°¥²¨ ®²°¥§ª®¢", ®¤ ª® ±²®¨²  ¯®¬¨²¼,

·²® ª ²®°®¢® ¬®¦¥±²¢® £®¬¥®¬®°´® ±·¥²®¬³ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¾ ¤¢³²®·¨©,  ¯°¨-

¬¥°, ¯°®±²° ±²¢³ (f0; 1g

N

; �

N

); £¤¥ ²®¯®«®£¨¿ �

N

¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¯°®¨§¢¥¤¥-

¨¥ ¤¨±ª°¥²»µ ²®¯®«®£¨© �   ª ¦¤®¬ ½ª§¥¬¯«¿°¥ f0; 1g:

�±¯®«¼§³¿ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ª ²®°®¢  ¬®¦¥±²¢  ª ª ¯®¤¬®¦¥±²¢  ¢ [0; 1]; ¬®¦®

¯®ª § ²¼, ·²®

� ¤ ·  II.1.6. C(C) ¨§®¬¥²°¨·® ¯®¤¯°®±²° ±²¢³ ¯°®±²° ±²¢  C[0; 1]:

�®¥·®, C ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¥¯°¥°»¢»¬ ®¡° §®¬ ¨²¥°¢ «  [0; 1]; ¯®±ª®«¼ª³ [0; 1]

¥±²¼ ±¢¿§®¥ ¯°®±²° ±²¢®,   ª ²®°®¢® ¬®¦¥±²¢® | ¥². � ª ·²® § ¤ ·  II.1.6

¥ °¥¸ ¥²±¿ ¯°®±²»¬ ¯°¨¬¥¥¨¥¬ ³²¢¥°¦¤¥¨¿ ¨§ § ¤ ·¨ II.1.5.

�¥¯¥°¼, ¥±«¨ ¬» ±·¨² ¥¬, ·²® °¥¸¥» ¢±¥ ¯°¥¤»¤³¹¨¥ ¯®¤§ ¤ ·¨, § ¢¥°¸¥¨¥

¢±¥µ  ¸¨µ ¯°®¡«¥¬, ±¢¿§ »µ ± § ¤ ·¥© II.1, ¤ ¥²

� ¤ ·  II.1.7. � ¦¤»© ¬¥²°¨·¥±ª¨© ª®¬¯ ª² ¥±²¼ ¥¯°¥°»¢»© ®¡° § ª ²®-

°®¢  ¬®¦¥±²¢  C:

�¤¨ ¨§ ¢®§¬®¦»µ ¯®¤µ®¤®¢ ª °¥¸¥¨¾ ½²®© § ¤ ·¨ (¤  ¨ ¥¥ °¥¸¥¨¥) ¬®¦®

 ©²¨ ¢ [�¾�], ±. 172. �°³£®© ¯®¤µ®¤ ±®±²®¨² ¢ °¥ «¨§ ¶¨¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®£®

¬¥²°¨·¥±ª®£® ª®¬¯ ª²  K ª ª ¯°®±²° ±²¢  ³«¥© ¨ ¥¤¨¨¶, ².¥. ª ª ¯®¤¬®-

¦¥±²¢  ¢ f0; 1g

N

; ±«¥¤³¾¹¨¬ ±¯®±®¡®¬. �®¬¯ ª² K ¨¬¥¥² ±·¥²³¾ ¡ §³, ±ª ¦¥¬

fG

n

g; ®²ª°»²»µ ¬®¦¥±²¢, ª ª ¨ ¢±¿ª®¥ ±¥¯ ° ¡¥«¼®¥ ¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ±²-

¢®. �®¯®±² ¢¨¬ ª ¦¤®© ²®·ª¥ k ¨§ K ²®·ª³ g

k

2 f0; 1g

N

; ¯®« £ ¿ g

k

(n) = 1; ¥±«¨

k 2 G

n

; ¨ g

k

(n) = 0 ¢ ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥. �³±²¼ G = fg

k

: k 2 Kg: �²®¡° ¦¥¨¥

k 7! g

k

; ¥±²¥±²¢¥®, ¥ ¿¢«¿¥²±¿ £®¬¥®¬®°´¨§¬®¬ ¨§ K   G; ¥±«¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼

G ª ª ²®¯®«®£¨·¥±ª®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® ª ²®°®¢  ¬®¦¥±²¢ . �¤ ª®, ¥±«¨ ®¡®-

§ ·¨²¼ ·¥°¥§ � ²®¯®«®£¨¾ (¥ µ ³±¤®°´®¢³!) f;; f1g; f0; 1gg   ¤¢³²®·¨¨ f0; 1g; ²®

±®®²¢¥²±²¢¨¥ k 7! g

k

³¦¥ ¡³¤¥² £®¬¥®¬®°´¨§¬®¬ ¨§ K   (G; �

N

) � (f0; 1g

N

; �

N

):

�±®, ·²® ²®¦¤¥±²¢¥®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ i : (f0; 1g

N

; �

N

)! (f0; 1g

N

; �

N

) ¥¯°¥°»¢-

®; ±«¥¤®¢ ²¥«¼®. ² ª®¢® ¨ ¥£® ±³¦¥¨¥ i : (G; �

N

) ! (G; �

N

): � ª¨¬ ®¡° §®¬ ³

 ± ¥±²¼ ¥¯°¥°»¢®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¨§ ¯®¤¬®¦¥±²¢  (G; �

N

) ª ²®°®¢  ¬®¦¥±²¢ 

  ¯°®±²° ±²¢® (G; �

N

); ª®²®°®¥, ¢ ±¢®¾ ®·¥°¥¤¼, £®¬¥®¬®°´®  ¸¥¬³ ª®¬¯ ª-

²³ K: � ±®¦ «¥¨¾, G; ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ¥ § ¬ª³²® ¢ ª ²®°®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥

1



(f0; 1g

N

; �

N

); ² ª ·²®  ¬ ¥®¡µ®¤¨¬® ¯°®¤®«¦¨²¼ i : (G; �

N

) ! (G; �

N

) ¤® ¥¯°¥-

°»¢®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ i : (G; �

N

)! (G; �

N

); £¤¥ ·¥°²   ¤ G ®¡®§ · ¥² § ¬»ª ¨¥

G ¢ ²®¯®«®£¨¨ �

N

; ².¥. ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ (f0; 1g

N

; �

N

): �®¦® ¯®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ L

1

¨ L

2

| ¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¥±¿ �

N

-§ ¬ª³²»¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢  ¢ G; ²® ¨µ �

N

-§ ¬»ª ¨¿

L

1

¨ L

2

² ª¦¥ ¥ ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿. �±¯®«¼§³¿ ¯®±«¥¤¨© ´ ª², ¬» ¯°®¤®«¦ ¥¬ i

±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �«¿ g 2 G ¯³±²¼ fU

n

g | ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ �

N

-®²ª°»²»µ

®ª°¥±²®±²¥© ²®·ª¨ g; ±²¿£¨¢ ¾¹ ¿±¿ ª g: �¥°¥±¥·¥¨¥

T

n

i(U

n

\G)

�

N

±®±²®¨²

¢ ²®·®±²¨ ¨§ ®¤®© ²®·ª¨, ª®²®°³¾ ¬» ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ i(g): �®«³·¥®¥ ®²®-

¡° ¦¥¨¥ g 7! i(g) ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¥¯°¥°»¢®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¨§ (G; �

N

)  

(G; �

N

):

� ª®¥¶, § ¢¥°¸¨²¼ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ¥¯°¥°»¢®£® ®²®¡° ¦¥¨¿

¨§ C   K ¬®¦®, ¯®ª § ¢, ·²® ª ¦¤®¥ § ¬ª³²®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢® ¢ C ¥±²¼ °¥²° ª²

ª ²®°®¢  ¬®¦¥±²¢  C; ².¥. ·²® ¤«¿ ª ¦¤®£® § ¬ª³²®£® F � C ±³¹¥±²¢³¥² ¥¯°¥-

°»¢®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¨§ C   F; ²®¦¤¥±²¢¥®¥   F (¯°®¹¥ ¢±¥£® ½²® ¯°®¢¥°¨²¼,

° ±±¬ ²°¨¢ ¿ C ª ª ¯®¤¬®¦¥±²¢® ®²°¥§ª  [0; 1]):

* * *

�¥°¥¤ ²¥¬, ª ª ¯¥°¥©²¨ ª ®¡±³¦¤¥¨¾ ¯°®¡«¥¬ ¢®ª°³£ \¡ §¨±®{³¨¢¥°± «¼»µ"

¯°®±²° ±²¢ (¨ ª ¯®±²°®¥¨¾ ®¤®£® ¨§ ¨µ

1

),  ¬ ¥®¡µ®¤¨¬® ¢±¯®¬¨²¼ (¨«¨

¯°¨¢¥±²¨) ¥ª®²®°»¥ ¯®¿²¨¿ ¨ ´ ª²», ±¢¿§ »¥ ± ²¥®°¨¥© ¡ §¨±®¢ ¢ ¡  µ®¢»µ

¯°®±²° ±²¢ µ. �² ¤ °² ¿ ²¥°¬¨®«®£¨¿ ¢ ½²®© ²¥®°¨¨ ² ª®¢ .

�®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ fx

n

g

1

n=1

½«¥¬¥²®¢ ¡  µ®¢  ¯°®±²° ±²¢  X  §»¢ ¥²±¿

¡ §¨±®©, ¥±«¨ ¤«¿ ª ¦¤®£® ½«¥¬¥²  x 2 span (x

n

) (§ ¬»ª ¨¥ «¨¥©®© ®¡®«®·ª¨

±¥¬¥©±²¢  fx

n

g) ±³¹¥±²¢³¥² ¥¤¨±²¢¥®¥ ¥£® ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ¢ ¢¨¤¥ ±µ®¤¿¹¥£®-

±¿ °¿¤  x =

P

1

n=1

�

n

x

n

; ².¥. ±³¹¥±²¢³¥² ¥¤¨±²¢¥ ¿ ·¨±«®¢ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-

®±²¼ f�

n

g; ¤«¿ ª®²®°®© kx �

P

N

n=1

�

n

x

n

k ! 0 ¯°¨ N ! 1: � ±«³· ¥, ª®£¤ 

span (x

n

) = X; ¡ §¨±³¾ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ fx

n

g  §»¢ ¾² ¡ §¨±®¬ (� ³¤¥° )

½²®£® ¯°®±²° ±²¢ 

2

. �±®, ·²® ¢±¿ª®¥ ¡  µ®¢® ¯°®±²° ±²¢®, ¨¬¥¾¹¥¥ ¡ §¨±,

±¥¯ ° ¡¥«¼®.

�³±²¼ fx

n

g | ¡ §¨± ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¢ X: � ½²®¬ ±«³· ¥   ¯®¤¯°®±²-

° ±²¢¥ span (x

n

) ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ´³ª¶¨® «» x

0

n

; ¯®« £ ¿ hx

0

n

; xi = �

n

; ¥±«¨

1

�  ± ¬®¬ ¤¥«¥ ² ª®¥ ¯°®±²° ±²¢® U ¥¤¨±²¢¥® ¢ ²®¬ ±¬»±«¥, ·²® ¥±«¨ V | ª ª®¥{«¨¡®

¤°³£®¥ ±¥¯ ° ¡¥«¼®¥ ¡  µ®¢® ¯°®±²° ±²¢® ± ²¥¬ ±¢®©±²¢®¬, ·²® ¢±¿ª®¥ ¯°®±²° ±²¢® ± ¡ §¨±®¬

¨§®¬®°´® ¨ ¤®¯®«¿¥¬® ¢ª« ¤»¢ ¥²±¿ ¢ V; ²® ¯°®±²° ±²¢  U ¨ V ¨§®¬®°´» ¬¥¦¤³ ±®¡®©.

2

�²® ¯®¿²¨¥ ¢ ±¢®¥© ¯®«®© ®¡¹®±²¨ ¢¯¥°¢»¥ ¡»«® ¢¢¥¤¥® �.� ³¤¥°®¬ ¢ ¥£® ° ¡®²¥ Zur

Theorie stetiger Abbildungen in Funktinalr�aumen, Math. Zeitschr. 26 (1927), p. 47{65. � ½²®© ¦¥

° ¡®²¥ �.� ³¤¥° ¯®±²°®¨« ±¢®© § ¬¥¨²»© ¡ §¨± ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ C[0; 1]; ±®±²®¿¹¨© ¨§ "¯°®¨-

²¥£°¨°®¢ ®© ±¨±²¥¬» �  ° ". �®¤®¬ ¯®§¦¥ ® ¦¥ ¯®ª § «, ·²® ± ¬  ±¨±²¥¬  �  °  ®¡° §³¥²

¡ §¨± ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ ¯°®±²° ±²¢ L

p

[0; 1] ¯°¨ 1 6 p < +1 : Eine Eigenschaft des Haarschen Or-

thogonalsystems, Math. Zeitschr. 28 (1928), p. 317{320. �.�  ° ¢¢¥« ±¢®¾ ±¨±²¥¬³ ¢ ¤®ª²®°±ª®©

¤¨±±¥°² ¶¨¨ 1909 £®¤ , £¤¥ ³±² ®¢¨«, ·²® ½²  ®°²®£® «¼ ¿ ±¨±²¥¬  ®¡° §³¥² "¯®·²¨ ¡ §¨±" ¢

C[0; 1] : ¢±¿ª ¿ ¥¯°¥°»¢ ¿   [0; 1] ´³ª¶¨¿ ° §« £ ¥²±¿ ¯® ½«¥¬¥² ¬ ±¨±²¥¬» �  °  ¢ ° ¢®-

¬¥°® ±µ®¤¿¹¨©±¿ °¿¤ (´³ª¶¨¨ �  °  ° §°»¢», | ¯®½²®¬³ ±¨±²¥¬  ¥ ®¡° §³¥²  ±²®¿¹¥£®

¡ §¨± ). � §¨±» ¢ ¤°³£¨µ ª« ±±¨·¥±ª¨µ ¯°®±²° ±²¢ µ ( ¯°¨¬¥°, ¢ ¯°®±²° ±²¢ µ   «¨²¨·¥±-

ª¨µ ´³ª¶¨©) ¡»«¨ ¯®±²°®¥»  ¬®£® ¯®§¤¥¥. �¬. ¬®®£° ´¨¾ [� � ], ¢ ª®²®°®© ±®¤¥°¦¨²±¿

¨ ¬®£® ¤°³£¨µ «¾¡®¯»²»µ ´ ª²®¢. �²¬¥²¨¬, ·²® ¥ ª ¦¤®¥ ±¥¯ ° ¡¥«¼®¥ ¡  µ®¢® ¯°®±²-

° ±²¢® ¨¬¥¥² µ®²¿ ¡» ®¤¨ ¡ §¨±, ® ·¥¬ ¯®¤°®¡¥¥ ¡³¤¥² ±ª § ® ¢ ±¢®¥¬ ¬¥±²¥.
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x =

P

1

i=1

�

i

x

i

: �¤¨±²¢¥®±²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿ ½«¥¬¥²  x ¢ ³ª § ®¬ ¢¨¤¥ £ ° -

²¨°³¥² ª®°°¥ª²®±²¼ ½²®£® ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¨ ²®, ·²® ½²¨ ´³ª¶¨® «» «¨¥©»,  

² ª¦¥ ¢»¯®«¥¨¥ ±«¥¤³¾¹¥£® ³±«®¢¨¿ ¡¨®°²®£® «¼®±²¨:

hx

0

n

; x

m

i = �

nm

=

�

1; n = m;

0; n 6= m:

�» ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ´³ª¶¨® «» x

0

n

¡¨®°²®£® «¼»¬¨ ´³ª¶¨® « ¬¨ (¤«¿

fx

n

g): �®¢±¥¬ ¥ ®·¥¢¨¤¥ ²®² ´ ª² (³±² ®¢«¥»© �.�  µ®¬

3

), ·²® ½²¨ «¨¥©-

»¥ ´³ª¶¨® «» ¥¯°¥°»¢» (¤®±² ²®·® ¯®±¬®²°¥²¼   ° ±±³¦¤¥¨¿ ¨§ [�¾�]

  ±. 127{131, £¤¥, ¢ · ±²®±²¨, ³±²  ¢«¨¢ ¥²±¿ ¨ ¥¯°¥°»¢®±²¼ "ª®®°¤¨ ²-

»µ" ´³ª¶¨® «®¢ ¤«¿ ¤ ®£® ¡ §¨± ). �» ¥ ±² ¥¬ §¤¥±¼ ¢µ®¤¨²¼ ¢ ¤¥² «¨

¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¥¯°¥°»¢®±²¨ x

0

n

;   ¯°®±²® ¢ª«¾·¨¬ ¥¥ ¢ ®¯°¥¤¥«¥¨¥: ¨² ª, ¤«¿

 ± ¡ §¨± ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ | ½²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ fx

n

g ½«¥¬¥²®¢ ¯°®±²-

° ±²¢  X; ¤«¿ ª®²®°®© ±³¹¥±²¢³¥² ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ´³ª¶¨® «®¢ fx

0

n

g �

(span (x

n

))

�

; ¡¨®°²®£® «¼ ¿ ± fx

n

g; ¯°¨·¥¬ ¤«¿ «¾¡®£® x 2 span (x

n

) ¢»¯®«-

¿¥²±¿ ±®®²®¸¥¨¥ x =

P

1

i=1

hx

0

n

; xix

n

; ¥±«¨ span (x

n

) = X; ²® ¬» £®¢®°¨¬, ·²®

fx

n

g | ¡ §¨± ¤«¿ X:

�±«¨ ¨¬¥¥²±¿ ¡ §¨± fx

n

g � X ± ¡¨®°²®£® «¼®© ±¨±²¥¬®© fx

0

n

g; ²® ¢¯®«¥ ª®°-

°¥ª²® ®¯°¥¤¥«¥» ² ª  §»¢ ¥¬»¥ ®¯¥° ²®°» · ±²¨·»µ ±³¬¬ S

n

: X ! X; n =

1; 2; � � � :

S

n

x =

n

X

i=1

hx

0

i

; xix

i

:

�²¨ ª®¥·®¬¥°»¥ ®¯¥° ²®°», ¢ ±¨«³ ±ª § ®£® ¢»¸¥, «¨¥©» ¨ ¥¯°¥°»¢»

(¯®±ª®«¼ª³ ² ª®¢» ¢±¥ x

0

n

)   X; ¯°¨·¥¬, ª ª ¥²°³¤® ¢¨¤¥²¼, ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼

fS

n

g ¯®²®·¥·® ¢ X ±µ®¤¨²±¿ ª ²®¦¤¥±²¢¥®¬³ ®¯¥° ²®°³, ².¥. S

n

x ! x ¤«¿

ª ¦¤®£® x ¨§ X:

�²¬¥²¨¬ ¥ª®²®°»¥ ¯°®±²¥©¸¨¥ (® ¢ ¦¥©¸¨¥) ±¢®©±²¢  ®¯¥° ²®°®¢ · ±²¨·-

»µ ±³¬¬:

S

n

x! x ¤«¿ ¢±¥µ x 2 X;(II.1)

S

n

S

m

= S

min(n;m)

¤«¿ ¢±¥µ n;m = 1; 2; : : : ;(II.2)

dimS

n

X = n;(II.3)

sup kS

n

k = � <1:(II.4)

�®®²®¸¥¨¥ (II.1) ¥±²¼ ¥¯®±°¥¤±²¢¥®¥ ±«¥¤±²¢¨¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¡ §¨± ; ±®®²®-

¸¥¨¥ (II.2) ¢»²¥ª ¥² ¨§ ± ¬®£® ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ®¯¥° ²®°®¢ · ±²¨·»µ ±³¬¬; (II.3)

®·¥¢¨¤® (¿±®, ·²® ¢±¿ª¨© ¡ §¨± ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬³¾ ±¨±-

²¥¬³). � ª®¥¶, (II.4) ±«¥¤³¥² ¨§ (II.1) (¯°¨¶¨¯ ° ¢®¬¥°®© ®£° ¨·¥®±²¨!).

�¨±«® � ¨§ (II.4) ¯°¨¿²®  §»¢ ²¼ ¡ §¨±®© ¯®±²®¿®© ¡ §¨±  fx

n

g:

4

3

S.Banach, Th�eorie des op�erations lin�eaires, Monografje matematyczne, Warsaw, 1932.

4

�²® ¯®¿²¨¥ ¨¬¥¥² ±¬»±« ¨ ¢ ±«³· ¥ ª®¥·®¬¥°»µ ¯°®±²° ±²¢ X; ª®²®°»¥ ¢±¥£¤  ¨¬¥¾²

¡ §¨±. �«¿ ª ¦¤®£®  «£¥¡° ¨·¥±ª®£® ¡ §¨±  ¢ ª®¥·®¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¡ §¨± ¿ ¯®±²®¿ ¿

½²®£® ¡ §¨±  ¤ ¥² ª®«¨·¥±²¢¥³¾ ¥£® µ ° ª²¥°¨±²¨ª³ ¨ ¯®ª §»¢ ¥²,  ±ª®«¼ª® ± ½²®© ²®·ª¨

§°¥¨¿ µ®°®¸ ¨«¨ ¯«®µ ¡ §¨±. �® ½²® | ²¥¬  ®²¤¥«¼®£® ®·¥¼ ¨²¥°¥±®£® ° §£®¢®° .

3



�³±²¼ ²¥¯¥°¼ ¤   ¥ª®²®° ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ®¯¥° ²®°®¢   X; ³¤®¢«¥²¢®-

°¿¾¹ ¿ ±®®²®¸¥¨¿¬ (II.1){(II.3) (¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ³±«®¢¨¾ (II.4) ± ¥ª®²®°®©

ª®±² ²®© � > 1): �»¡¨° ¿ ¯® ²®·ª¥ x

n

¨§ ª ¦¤®© ° §®±²¨ (S

n

� S

n�1

)X (£¤¥

S

0

= 0); ¬» ¯®«³· ¥¬ ¡ §¨± fx

n

g ¯°®±²° ±²¢  X; ¤«¿ ª®²®°®£® ®¯¥° ²®° ¬¨ · ±-

²¨·»µ ±³¬¬ ¿¢«¿¾²±¿ ®¯¥° ²®°» S

n

: � ª ¥²°³¤® ¢¨¤¥²¼, ¡ §¨± ¿ ¯®±²®¿ ¿

¯®«³· ¥¬®£® ² ª¨¬ ®¡° §®¬ ¡ §¨±  ¥±²¼  ¨¬¥¼¸ ¿ ¯®±²®¿ ¿ ¤«¿ ª®²®°®© ¥-

° ¢¥±²¢®

(II.4a)









n

X

i=1

�

i

x

i
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m

X

i=1

�

i

x

i









¢»¯®«¿¥²±¿ ¤«¿ ¢±¥µ ª®¥·»µ ·¨±«®¢»µ  ¡®°®¢ f�

n

g ¨ ¢±¥µ  ²³° «¼»µ n 6 m:

�¥©±²¢¨²¥«¼®,  ¨¬¥¼¸ ¿ ¯®±²®¿ ¿ � ¢ (II.4a) | ½²® ¯°®±²® ±³¯°¥¬³¬ ¯® n

®°¬ ±³¦¥¨© ®¯¥° ²®°®¢ S

n

;   «¨¥©³¾ ®¡®«®·ª³ span (x

n

);   ®°¬  kS

n

k

X

° ¢  ®°¬¥ ±³¦¥¨¿ ½²®£® ®¯¥° ²®°    «¾¡®¥ ¯«®²®¥ «¨¥©®¥ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¥

¯°®±²° ±²¢  X:

5

�¥¯¥°¼ "  ¯®¢¥±²ª¥ ¤¿" | ®¡±³¦¤¥¨¥ ¥ª®²®°»µ ¢®¯°®±®¢, ±¢¿§ »µ ± ¯®¿-

²¨¥¬ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ¡ §¨±®¢ ¢ ° §«¨·»µ ¡  µ®¢»µ ¯°®±²° ±²¢ µ (¬» ¯°¨¡«¨-

¦ ¥¬±¿ ª ´®°¬³«¨°®¢ª¥ ²¥®°¥¬» �.�¥«·¨±ª®£® ® ±³¹¥±²¢®¢ ¨¨ ³¨¢¥°± «¼®£®

"¡ §¨±®{¤®¯®«¿¥¬®£®" ¯°®±²° ±²¢ ,   ²®·¥¥, ® ±³¹¥±²¢®¢ ¨¨ "³¨¢¥°± «¼®-

£® ¡ §¨± " ¤«¿ ¡ §¨±®¢ ¢ ±¥¯ ° ¡¥«¼»µ ¡  µ®¢»µ ¯°®±²° ±²¢ µ, ¨ ¯®²®¬³  ¬

¥ ¨§¡¥¦ ²¼ ¯®¤®¡®£® ®¡±³¦¤¥¨¿). � §¨±» fx

n

g ¨ fy

n

g ¤¢³µ ¡  µ®¢»µ ¯°®±²-

° ±²¢ X ¨ Y  §»¢ ¾²±¿ ½ª¢¨¢ «¥²»¬¨, ¥±«¨ ¥±²¥±²¢¥®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ "¡ §¨±

¢ ¡ §¨±": x

n

7! y

n

¯°®¤®«¦ ¥²±¿ ¤® «¨¥©®£® ¨§®¬®°´¨§¬  ¯°®±²° ±²¢  X  

¯°®±²° ±²¢® Y (ª®¥·® ¦¥, ¥±«¨ ² ª®¥ ¯°®¤®«¦¥¨¥ ±³¹¥±²¢³¥², ²® ®® ¥¤¨±²-

¢¥®). �±«¨ ³ª § »¥ ¤¢  ¡ §¨±  ½ª¢¨¢ «¥²», ²® (¯® ²¥®°¥¬¥ ® § ¬ª³²®¬

£° ´¨ª¥, «¨¡® ¯® ²¥®°¥¬¥ ®¡ ®²ª°»²®¬ ®²®¡° ¦¥¨¨) ¥®¡µ®¤¨¬®  ©¤³²±¿ ¯®«®-

¦¨²¥«¼»¥ ¯®±²®¿»¥ a ¨ b; ¤«¿ ª®²®°»µ ¯°¨ ¢±¥µ ª®¥·»µ  ¡®° µ ±ª «¿°®¢

f�

i

g ±¯° ¢¥¤«¨¢» ±®®²®¸¥¨¿

(II.5) a
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�
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�
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n

X

i=1

�

i

x

i









:

�¡° ²®, ¥±«¨ ³±«®¢¨¥ (II.5) ¢»¯®«¿¥²±¿ ¤«¿ ¢±¥µ f�

i

g; ²® ¥±²¥±²¢¥»¬ ®¡° §®¬

®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ («¨¥©»©) ¨§®¬®°´¨§¬ S : span (x

n

)! span (y

n

) :

S

�

n

X

i=1

�

i

x

i

�

=

n

X

i=1

�

i

y

i

:

�²®² ®¯¥° ²®° ¤®¯³±ª ¥² ¥¯°¥°»¢®¥ ¯°®¤®«¦¥¨¥ ¤® ¨§®¬®°´¨§¬  ¯°®±²° ±²¢

X = span (x

n

) ¨ Y = span (y

n

); ¯°¨·¥¬ ¤«¿ «¾¡®£® ½«¥¬¥²  x 2 X § ·¥¨¥

®¯¥° ²®°  S   ¥¬ ¤®¯³±ª ¥² ° §«®¦¥¨¥ ¢ ±µ®¤¿¹¨©±¿ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ Y °¿¤

Sx =

P

1

n=1

hx

0

n

; xiy

n

; £¤¥ fx

0

n

g | ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¡¨®°²®£® «¼»µ ± ±¥¬¥©±²-

¢®¬ fx

n

g ´³ª¶¨® «®¢ ¨§ X

�

:

5

� ¤ ·  ¤«¿ ·¨² ²¥«¿: «¾¡ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ fx

n

g ¥³«¥¢»µ ¢¥ª²®°®¢ ¯°®±²° ±²¢  X;

³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹ ¿ ±®®²®¸¥¨¾ (II.4a), ¿¢«¿¥²±¿ ¡ §¨±®¬ ½²®£® ¯°®±²° ±²¢ .
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�¥¯¥°¼, ¯®±«¥ ¢±¥µ ½²¨µ ¯°¥¤¢ °¨²¥«¼»µ ° ±±³¦¤¥¨©, ¬» £®²®¢» ±´®°¬³«¨-

°®¢ ²¼ ²¥®°¥¬³ ® ±³¹¥±²¢®¢ ¨¨ ³¨¢¥°± «¼®£® ¡ §¨±  ±°¥¤¨ ¢±¥µ ¡ §¨±®¢ � -

³¤¥°  ¢ (±¥¯ ° ¡¥«¼»µ) ¡  µ®¢»µ ¯°®±²° ±²¢ µ. �®°¬³«¨°®¢ª  ³²¢¥°¦¤¥¨¿,

ª®²®°®¥ ¬» ¯°¨¢®¤¨¬ ¨¦¥, ¯°¨ ¤«¥¦¨² �.�¥µ²¬ ³ [Sch] ¨ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®©

¥¡®«¼¸³¾ ¬®¤¨´¨ª ¶¨¾ (¨ ¥ª®²®°®¥ ³±¨«¥¨¥) ®°¨£¨ «¼®© ²¥®°¥¬» �.�¥«-

·¨±ª®£® [Pel2].

� ¤ ·  II.2. �³¹¥±²¢³¥² ¯°®±²° ±²¢® U; "¤®¯®«¿¥¬®{³¨¢¥°± «¼®¥" ¢ ª« ±-

±¥ ¢±¥µ ¡  µ®¢»µ ¯°®±²° ±²¢ ± ¡ §¨± ¬¨. �®«¥¥ ²®·®, ±³¹¥±²¢³¥² ¡ §¨± fe

n

g

¢ ¥ª®²®°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ U; ª®²®°»© "¤®¯®«¿¥¬®{³¨¢¥°± «¥" ¢ ª« ±±¥ ¢±¥µ

¡ §¨±®¢ ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ±¬»±«¥. � ª®¢® ¡» ¨ ¡»«® ¡  µ®¢® ¯°®±²° ±²¢® X ± ¡ -

§¨±®¬ fx

n

g; ±³¹¥±²¢³¥² ¯®¤¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ fe

n

i

g ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ fe

n

g;

ª®²®° ¿ ½ª¢¨¢ «¥²  ¡ §¨±³ fx

i

g: �®«¥¥ ²®£®, ±³¹¥±²¢³¥² ¯°®¥ª²®° P ¨§ U  

span (e

n

i

): �±«¨ fe

0

n

g � U

�

| ¡¨®°²®£® «¼ ¿ ± fe

n

g ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼, ²®

¯°®¥ª²®° P ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±®®²®¸¥¨¥¬

Pu =

1

X

i=1

he

0

n

i

; uie

n

i

;

².¥. P ¥±²¼ ¯°®¥ª²®°   span (e

n

i

) ± ¿¤°®¬ span fe

j

: j =2 fn

i

gg:

�°¥¦¤¥ ·¥¬ ¯°®©²¨±¼ ¯® ¤®°®£¥, ¢¥¤³¹¥© ª °¥¸¥¨¾ § ¤ ·¨ (II.2), ±¤¥« ¥¬ ¯ °³

¢ ¦»µ § ¬¥· ¨©.

�®{¯¥°¢»µ, ¢±¿ª ¿ ¯®¤¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¡ §¨±®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ± ¬  ¿¢-

«¿¥²±¿ ¡ §¨±®© (±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ³±«®¢¨¥ ¥¤¨±²¢¥®±²¨ ¤«¿ ½²®© ¯®¤¯®±«¥¤®-

¢ ²¥«¼®±²¨ ¢»²¥ª ¥² ¨§ ¥¯°¥°»¢®±²¨ ¡¨®°²®£® «¼»µ ´³ª¶¨® «®¢). �®{

¢²®°»µ, ¥ ¢¥°®,·²® ¥±«¨ fx

n

g| ¡ §¨± ¤«¿ X ¨ fx

n

i

g| ¥ª®²®° ¿ ¥£® ¯®¤¯®±«¥-

¤®¢ ²¥«¼®±²¼, ²® ¯®¤¯°®±²° ±²¢® span (x

n

i

) ®¡¿§ ²¥«¼® ¤®¯®«¿¥¬® ¢ X: � ¯°¨-

¬¥°³, ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ C[0; 1] ¨¬¥¾²±¿ ¡ §¨±», ¤«¿ ª®²®°»µ ¥ª®²®°»¥ ¨µ "¯®¤¡ §¨-

±»" (².¥. ¨µ ¯®¤¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨) ¯®°®¦¤ ¾² °¥´«¥ª±¨¢»¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ ,

 , ª ª ¬»,  ¤®  ¤¥¿²¼±¿, ¯®¬¨¬, ¡¥±ª®¥·®¬¥°»¥ °¥´«¥ª±¨¢»¥ ¯®¤¯°®±²-

° ±²¢  ¯°®±²° ±²¢  C[0; 1] ¥ ¬®£³² ¡»²¼ ¢ ¥¬ ¤®¯®«¿¥¬».

�¥¯¥°¼ ¬» £®²®¢» ¯°¨±²³¯¨²¼ ª ®¡±³¦¤¥¨¾ ®¤®£® ¨§ ¢®§¬®¦»µ ¢ °¨ ²®¢

°¥¸¥¨¿  ¸¥© § ¤ ·¨.

............................... 2 To be cntd 3 ........................
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