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�®®¡¹¥¨¥ �.�.� § °®¢ 

� ¸¥© ¶¥«¼¾ ¡³¤¥² ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ±«¥¤³¾¹¥£® ³²¢¥°¦¤¥¨¿:

�¥®°¥¬  �¯¥±¥°  ® ° ±±² ®¢ª¥ § ª®¢.

�«¿ «¾¡»µ n «¨¥©»µ ´®°¬ L

j

(x

1

; :::; x

m

) =

m

P

k=1

a

j;k

x

k

®² m ¯¥°¥¬¥»µ ± ª®½´-

´¨¶¨¥² ¬¨ a

j;k

; ¯® ¬®¤³«¾ ¥ ¯°¥¢®±µ®¤¿¹¨¬¨ 1;  ©¤¥²±¿ ² ª®© ¢¥ª²®° ("

1

; :::; "

m

)

¨§ +1 ¨ �1 ("° ±±² ®¢ª  § ª®¢"), ·²®

jL

j

("

1

; :::; "

m

)j 6 A

p

n

¤«¿ ¢±¥µ j = 1; :::; n (A > 0 - ¥ª®²®° ¿  ¡±®«¾² ¿ ¯®±²®¿ ¿).

�¯° ¦¥¨¥ 1.

� ±±¬®²°¨²¥ n ´®°¬ L

j

(x

1

; :::; x

n

)

def

=

n

P

k=1

e

2�ij

k

n

x

k

®² m = n ¯¥°¥¬¥»µ.

�°®¢¥°¼²¥, ·²® ¤«¿ «¾¡®© ° ±±² ®¢ª¨ § ª®¢ ("

1

; :::; "

n

) ¢»¯®«¿¥²±¿ ¥° ¢¥c²¢®

max

16j6n

jL

j

("

1

; :::; "

n

)j �

p

n; ²® ¥±²¼ °¥§³«¼² ² ²®·¥ ± ²®·®±²¼¾ ¤® § ·¥¨¿ ¯®±²®-

¿®© A:

�®¤±ª §ª : ±®±·¨² ©²¥ ±³¬¬³

n

P

j=1

jL

j

("

1

; :::; "

n

)j

2

:

�¯° ¦¥¨¥ 2.

�»¢¥¤¨²¥ ¨§ ²¥®°¥¬» �¯¥±¥° , ·²® ¤«¿ «¾¡»µ n ¯®¤¬®¦¥±²¢ X

1

; :::X

n

ª®¥·®£®

¬®¦¥±²¢  X ±³¹¥±²¢³¥² ° ±ª° ±ª  ¬®¦¥±²¢  X ¢ ¤¢  ¶¢¥²  ( ¯°¨¬¥°, ¡¥«»© ¨

±¨¨©), ¤«¿ ª®²®°®© ° §®±²¼ ·¨±«  ±¨¨µ ¨ ¡¥«»µ ²®·¥ª ¢ X

j

¥ ¯°¥¢®±µ®¤¨² A

p

n

¯°¨ ¢±¥µ j = 1; :::; n (¢ ² ª®¬ ¢¨¤¥ § ¤ ·  ¡»«  ¯®±² ¢«¥  �°¤¥¸¥¬).

�®¤±ª §ª : ¯³±²¼ X = f1; :::;mg: � ±±¬®²°¨²¥ ´®°¬»

L

j

(x

1

; :::; x

m

) =

X

k2X

j

x

k

(j = 1; :::; n) :

1
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�¯° ¦¥¨¥ 3.

�®ª ¦¨²¥ (²® ¥±²¼ ¢»¢¥¤¨²¥ ¨§ ²¥®°¥¬» �¯¥±¥° ), ·²® ¤«¿ «¾¡®£®  ¡®°  x

1

; :::; x

m

2

(�1; 1)  ©¤¥²±¿ ² ª ¿ ° ±±² ®¢ª  § ª®¢ ("

1

; :::; "

m

); ·²®

jL

j

("

1

; :::; "

m

)� L

j

(x

1

; :::; x

m

)j 6 2A

p

n:

�®¤±ª §ª : ° ±±¬®²°¨²¥ ± · «  ±«³· © ¤¢®¨·®-° ¶¨® «¼»µ x

k

; ²® ¥±²¼ ±«³-

· © x

k

= 2

�a

p

k

: p

k

2 Z; a 2 Z

+

: �¤³ª¶¨¥© ¯® a ¯°®¢¥°¼²¥, ·²® ±³¹¥±²¢³¥²

° ±±² ®¢ª  § ª®¢ ("

1

; :::; "

m

); ¤«¿ ª®²®°®©

jL

j

("

1

; :::; "

m

)� L

j

(x

1

; :::; x

m

)j 6 (1 +

1

2

+ :::+

1

2

a

) A

p

n:

� §  (²® ¥±²¼ x

k

2 f�1; 0; 1g) ¯® ±³¹¥±²¢³ ±®¢¯ ¤ ¥² ± ²¥®°¥¬®© �¯¥±¥° . �²®¡»

¯¥°¥©²¨ ®² § ¬¥ ²¥«¿ 2

�a�1

ª § ¬¥ ²¥«¾ 2

�a

;  ¤® ° ±±¬®²°¥²¼ ¢±¥ ¥·¥²»¥ p

k

¨ § ¬¥²¨²¼, ·²® (®¯¿²¼ ¦¥ ¯® ²¥®°¥¬¥ �¯¥±¥° ) ª ª ¦¤®¬³ ¨§ ¨µ ¬®¦® ² ª ¤®¡ -

¢¨²¼ +1 ¨«¨ �1, ·²® § ·¥¨¥ ª ¦¤®© ¨§ ´®°¬ ¨§¬¥¨²±¿ ¥ ¡®«¥¥ ·¥¬   2

�a

A

p

n:

�® ²¥¯¥°¼ ¢±¥ ·¨±«¨²¥«¨ ·¥²»¥ ¨ ¢±¥ ¤°®¡¨ ¬®¦® ±®ª° ²¨²¼   2.

�«³· © ¯°®¨§¢®«¼»µ x

k

2 (�1; 1) ¯®«³· ¥²±¿ ®·¥¢¨¤»¬ ¯°¥¤¥«¼»¬ ¯¥°¥µ®¤®¬.

�¯° ¦¥¨¥ 4. (¯®«¨®¬» �³¤¨ -� ¯¨°®).

�®ª ¦¨²¥, ·²® ¤«¿ ª ¦¤®£® n 2 N  ©¤¥²±¿ ² ª®© ¯®«¨®¬ p(z) =

n

P

k=1

"

k

z

k

; ·²®

"

k

2 f�1; 1g ¤«¿ ¢±¥µ k ¨ jp(z)j 6

e

A

p

n ¯°¨ ¢±¥µ z 2 T (T = f� 2 C : j�j = 1g {

¥¤¨¨· ¿ ®ª°³¦®±²¼ ± ¶¥²°®¬ ¢ 0).

�®¤±ª §ª : ¯®¯°®¡³©²¥ ¢®±¯®«¼§®¢ ²¼±¿ "µ®°®¸® ¨§¢¥±²»¬" ¥° ¢¥±²¢®¬

�.�.�¥°¸²¥©  max

z2T

j

d

dz

p(z)j 6 n max

z2T

jp(z)j, ·²®¡» ¯®ª § ²¼, ·²® ¤«¿ «¾¡®£®

¯®«¨®¬  p(z) ±²¥¯¥¨ n ¬ ª±¨¬³¬ ¬®¤³«¿   ¢±¥© ¥¤¨¨·®© ®ª°³¦®±²¨ ¥ ¡®«¥¥

·¥¬ ¢¤¢®¥ ¯°¥¢»¸ ¥² ¬ ª±¨¬ «¼®¥ § ·¥¨¥ p(z) ¢ ª®°¿µ ±²¥¯¥¨ 10n ¨§ 1,   ½²¨µ

ª®°¥© °®¢® 10n:

� ¬¥· ¨¥. �³¹¥±²¢³¥² ¨ ¿¢ ¿ ª®±²°³ª¶¨¿ ¯®«¨®¬®¢ �³¤¨ -� ¯¨°®. �®«®-

¦¨¬

P

0

(z) = Q

0

(z) = z; P

s+1

(z) = z

2

s

P

s

(z) +Q

s

(z); Q

s+1

(z) = z

2

s

P

s

(z)�Q

s

(z):

�¤³ª¶¨¥© ¯® s «¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® P

s

¨ Q

s

{ ¯®«¨®¬» ±²¥¯¥¨ 2

s

± ª®½´´¨¶¨-

¥² ¬¨ �1 ¨ ·²® jP

s

j

2

+ jQ

s

j

2

� 2

s+1

  T: � ª ª ª ¢±¿ª®¥ ·¨±«® n ¿¢«¿¥²±¿ ±³¬¬®©

¥±ª®«¼ª¨µ ° §«¨·»µ ±²¥¯¥¥© ¤¢®©ª¨ n = 2

m

1

+ :::+2

m

r

(m

1

> m

2

> ::: > m

r

� 0);

²® ¬» ¬®¦¥¬ ¯®±²°®¨²¼ ¯®«¨®¬

p(z) = P

m

1

(z) + z

2

m

1

P

m

2

(z) + z

2

m

1

+2

m

2

P

m

3

(z) + :::+ z

2

m

1

+2

m

2

+:::+2

m

r�1

P

m

r

(z)



������� �������� � ����������� ������ 3

±²¥¯¥¨ n ± ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨ �1; ¤«¿ ª®²®°®£®

jp(z)j 6 jP

m

1

(z)j+ :::+ jP

m

r

(z)j 6

p

2 (2

m

1

2

+ :::+ 2

m

r

2

) 6

2

p

2� 1

2

m

1

2

6 5

p

n

¯°¨ ¢±¥µ z 2 T:

�®¤µ®¤ �¯¥±¥°  ¨¬¥¥², ®¤ ª®, ²® ¯°¥¨¬³¹¥±²¢®, ·²® ¯®§¢®«¿¥² ±²°®¨²¼ ¯®«¨-

®¬», ¢ ª®²®°»µ ³· ±²¢³¾² ¥ ¢±¥ ±²¥¯¥¨ z ®² z

1

¤® z

n

;  , ±ª ¦¥¬, ²®«¼ª®

n

2

 ¯¥°¥¤

§ ¤ »µ. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¨ª ª ¿ ¿¢ ¿ ´®°¬³«  (¨«¨ µ®²¿ ¡» ¯®«¨®¬¨ «¼® ¡»±²-

°»©  «£®°¨²¬) ¤«¿  µ®¦¤¥¨¿ ² ª¨µ ¯®«¨®¬®¢ ¥¨§¢¥±²¥.

�®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» �¯¥±¥° .

��� 1: (±¢¥¤¥¨¥ ±«³· ¿ m > n ª ±«³· ¾ m 6 n):

�®±ª®«¼ª³ n ´®°¬ ± ª®¬¯«¥ª±»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨ ±³²¼ ¥ ·²® ¨®¥ ª ª 2n ´®°¬

± ¢¥¹¥±²¢¥»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨, ²® ¬» ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬ ¢±¾¤³ ¡³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼,

·²® ¢±¥ ª®½´´¨¶¨¥²» a

j;k

¢¥¹¥±²¢¥».

�¥¬¬ 

�³±²¼ L

j

(x

1

; :::; x

m

) =

m

P

k=1

a

j;k

x

k

{ ª ª¨¥ ³£®¤® n ´®°¬ ± ¢¥¹¥±²¢¥»¬¨ ª®½´´¨-

¶¨¥² ¬¨. �®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®©  ¡®° ·¨±¥« y

1

; :::; y

m

2 [�1; 1]; ·²® ¥ ¡®«¥¥ ·¥¬

n ¨§ ·¨±¥« y

1

; :::; y

m

®²«¨·» ®² �1 ¨ L

j

(y

1

; :::; y

m

) = 0 ¤«¿ ¢±¥µ j = 1; :::; n:

�®ª § ²¥«¼±²¢® «¥¬¬».

�³±²¼ ³  ± ¥±²¼ ª ª®©-¨¡³¤¼  ¡®° y

1

; :::; y

m

2 [�1; 1]; ¤«¿ ª®²®°®£® ¢±¥ ´®°¬»

° ¢» ³«¾ { L

j

(y

1

; :::; y

m

) = 0 ¨ ¢ ª®²®°®¬ ¯® ª° ©¥© ¬¥°¥ n + 1 ¯¥°¥¬¥»µ

(±ª ¦¥¬, y

1

; :::; y

n+1

) ®²«¨·» ®² �1. �¨±²¥¬  n ³° ¢¥¨©

n+1

P

k=1

a

j;k

x

k

= 0 ± n + 1

¥¨§¢¥±²»¬¨ x

1

; :::; x

n+1

¨¬¥¥² ¥²°¨¢¨ «¼®¥ °¥¸¥¨¥ z

1

; :::; z

n+1

: � ¬¥  y

1

; :::; y

n+1

  y

1

+tz

1

; :::; y

n+1

+tz

n+1

®±² ¢«¿¥² ¢±¥ ´®°¬» L

j

° ¢»¬¨ ³«¾, ¨ ¥²°³¤® ¢¨¤¥²¼,

·²® ¯ ° ¬¥²° t 2 R ¬®¦® ¢»¡° ²¼ ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ·²®¡» ¯® ª° ©¥© ¬¥°¥ ®¤® ¨§

·¨±¥« y

1

+ tz

1

; :::; y

n+1

+ tz

n+1

±² «® ° ¢»¬ �1;   ¢±¥ ®±² «¼»¥ ¯®-¯°¥¦¥¬³ «¥¦ «¨

¢ ¯°®¬¥¦³²ª¥ [�1; 1]: � · ¢ ± y

1

= ::: = y

m

= 0 ¨ ¯®¢²®°¨¢ ½²³ ¯°®¶¥¤³°³ ¥ ¡®«¥¥

m� n ° §, ¬» ¯°¨¤¥¬ ª  ¡®°³, ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ª®²®°®£® ²°¥¡®¢ «®±¼ ¤®ª § ²¼.

� ±¨«³ °¥§³«¼² ²  ³¯° ¦¥¨¿ 3 (¢¥°¥¥ ¥£® ¬®¤¨´¨ª ¶¨¨, ¢ ª®²®°®© § ª«¾·¥¨¥

²°¥¡³¥²±¿ ¤®ª § ²¼ «¨¸¼ ¤«¿ m 6 n; ® ¨ ²¥®°¥¬  �¯¥±¥°  ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿ ¢¥°®©

«¨¸¼ ¯°¨ m 6 n) ½²® ¯®§¢®«¿¥² ±¢¥±²¨ ±«³· © m � n ª ±«³· ¾ m 6 n ¯¥°¥¬¥»µ ±

³µ³¤¸¥¨¥¬ ª®±² ²» ¥ ¡®«¥¥ ·¥¬ ¢ ¤¢  ° § .
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��� 2: (¥±«¨ ¥ § ¥¸¼ ª ª ¤¥« ²¼, ²® ¤¥« © ª ª ¯®¯ «®!).

� ±±¬®²°¨¬ m ¥§ ¢¨±¨¬»µ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨ "

1

; :::; "

m

; ¯°¨¨¬ ¾¹¨µ § ·¥¨¿

+1 ¨ �1 ± ¢¥°®¿²®±²¼¾ 1/2 ª ¦¤®¥.

�¨² ²¥«¾, ¥§ ª®¬®¬³ ± ²¥°¬¨®«®£¨¥© ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²®±²¥©, ¯³£ ²¼±¿ ¢ ½²®¬

¬¥±²¥ ¥ ±«¥¤³¥²: °¥ «¼® ¬» ¯°®±²® ±®¡¨° ¥¬±¿ ° ±±¬®²°¥²¼ ¢±¥ ¢®§¬®¦»¥ ° ±-

±² ®¢ª¨ �1: �¥°®¿²®±²¼ PfAg ª ª®£®-«¨¡® "±®¡»²¨¿" A (²® ¥±²¼ ³²¢¥°¦¤¥¨¿

® ° ±±² ®¢ª¥ ("

1

; :::; "

m

)) ½²® ¯°®±²® ¤®«¿ ²¥µ ° ±±² ®¢®ª, ¤«¿ ª®²®°»µ ½²®

³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¢¥°®. � ¯°¨¬¥°,

Pf °®¢® k ¨§ ·¨±¥« "

1

; :::; "

m

° ¢» +1g = 2

�m

C

k

m

= 2

�m

m!

k!(m�k)!

:

� ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥ Ef("

1

; :::; "

m

) ´³ª¶¨¨ f; § ¢¨±¿¹¥© ®² ° ±±² ®¢ª¨

"

1

; :::; "

m

{ ½²® ±°¥¤¥¥ § ·¥¨¥ f ¯® ¢±¥¬ ¢®§¬®¦»¬ ° ±±² ®¢ª ¬ § ª®¢, ²®

¥±²¼ Ef = 2

�m

P

"

1

;:::;"

m

f("

1

; :::; "

m

): "�¥§ ¢¨±¨¬®±²¼" ¦¥ ®§ · ¥² ¢ ²®·®±²¨ ²®

¥±«®¦®¥  ¡«¾¤¥¨¥, ·²® ¥±«¨ ¥±²¼ ¤¢  ±®¡»²¨¿ A ¨ B ¨«¨ ¤¢¥ ´³ª¶¨¨ f ¨

g; °¥ «¼® § ¢¨±¿¹¨¥ ®² ¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿  ¡®°®¢ ¯¥°¥¬¥»µ "

1

; :::; "

m

( ¯°¨-

¬¥°, A ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢±¥µ " ± ¥·¥²»¬¨ ®¬¥° ¬¨ ° ¢®

1,   B { ¢ ²®¬, ·²® ±³¬¬  ¢±¥µ " ± ·¥²»¬¨ ®¬¥° ¬¨ ° ¢  0; f("

1

; :::; "

m

) =

"

1

2

+ "

2

; g("

1

; :::; "

m

) = "

3

3

+ "

4

4

); ²® PfA&Bg = PfAgPfBg ¨ E(fg) = E(f)E(g) (ª ª

®¡»·®, A&B ®§ · ¥², ·²® ¢¥°® ¨ A; ¨ B):

�²¬¥²¨¬ ¯°®±²®¥ ¥° ¢¥±²¢®, ¨±¯®«¼§³¥¬®¥ ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬: Pff > yg < e

�y

Ee

f

:

�¯° ¦¥¨¥ 5: �®±·¨² ©²¥ PfAg;PfBg; Ef; Eg ¢ ½²¨µ ¯°¨¬¥° µ.

�³±²¼ L(x

1

; :::; x

m

) =

m

P

k=1

a

k

x

k

; ¯°¨·¥¬ ja

k

j 6 1 ¤«¿ ¢±¥µ k: �®ª ¦¥¬, ·²®

PfjL("

1

; :::; "

m

)j > �

p

mg < 2e

�

�

2

2

¤«¿ ¢±¿ª®£® � > 0:

�¯° ¦¥¨¥ 6: �®ª ¦¨²¥ ¥° ¢¥±²¢®

e

y

+e

�y

2

6 e

y

2

2

¤«¿ ¢±¥µ y 2 R:

�®¤±ª §ª : ° §«®¦¨²¥ ®¡¥ · ±²¨ ¥° ¢¥±²¢  ¢ ±²¥¯¥»¥ °¿¤» ¯® y ¨ ±° ¢¨²¥

ª®½´´¨¶¨¥²» ¯°¨ ° ¢»µ ±²¥¯¥¿µ.
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� ¬¥²¨¬, ·²® PfjLj > �

p

mg = PfL > �

p

mg+ Pf�L > �

p

mg: �«¿ ¢±¿ª®£® t > 0

¨¬¥¥¬

PfL > �

p

mg < e

�t�

p

m

Ee

tL("

1

;:::;"

m

)

= e

�t�

p

m

m

Y

k=1

e

ta

k

+ e

�ta

k

2

6

e

�t�

p

m

m

Y

k=1

e

1

2

t

2

a

k

2

6 e

�t�

p

m

e

m

t

2

2

:

�®¤±² ¢«¿¿ t =

�

p

m

;  µ®¤¨¬, ·²® PfL > �

p

mg 6 e

�

�

2

2

: � «®£¨·®,

Pf�L > �

p

mg < e

�

�

2

2

:

�³±²¼ ²¥¯¥°¼ ¬» ¨¬¥¥¬ ¥ ®¤³,   n «¨¥©»µ ´®°¬ L

j

: �®« £ ¿ � =

p

2 log(2n);

§ ª«¾· ¥¬, ·²® PfjL

j

("

1

; :::; "

m

)j >

p

2m log(2n)g <

1

n

¤«¿ ¢±¿ª®£® j = 1; :::; n ¨, ±² «®

¡»²¼, Pf max

16j6n

jL

j

j >

p

2m log(2n)g < n

1

n

= 1; ²® ¥±²¼  ©¤¥²±¿ ° ±±² ®¢ª  § ª®¢

"

1

; :::; "

m

; ¤«¿ ª®²®°®© jL

j

("

1

; :::; "

m

)j 6

p

2m log(2n) ¯°¨ ¢±¥µ j = 1; :::; n:

�¯° ¦¥¨¥ 7: �®ª ¦¨²¥, ·²® ° ±±² ®¢ª¨, ¤«¿ ª®²®°»µ max jL

j

j 6 2

p

m logn

¥ ¯°®±²® ±³¹¥±²¢³¾², ® ±®±² ¢«¿¾² ¯®¤ ¢«¿¾¹¥¥ ¡®«¼¸¨±²¢®,   ¨¬¥®:

Pf max

16j6n

jL

j

j > 2

p

m logng <

2

n

�!

n!1

0:

�®¤±ª §ª : ¢®§¼¬¨²¥ � = 2

p

logn:

�®²¿ "¤¥« ¨¥ ª ª ¯®¯ «®" ¯°¨¢¥«®  ± ª ¢¥±¼¬  ¥¯«®µ®¬³ °¥§³«¼² ²³ (¯°¨ «¾¡®¬

ª®«¨·¥±²¢¥ ¯¥°¥¬¥»µ ±³¹¥±²¢³¥² ° ±±² ®¢ª  § ª®¢, ¤«¿ ª®²®°®© ¢±¥ ´®°¬» ¥

¯°¥¢»¸ ¾² ¯® ¬®¤³«¾ 2

p

2n log(2n) ), ¬» ¢±¥ ¦¥ ¨¬¥¥¬ ¯®ª  «¨¸¨© ¬®¦¨²¥«¼

p

logn ¯® ±° ¢¥¨¾ ± ²¥¬, ·²®  ¬ ³¦®. �«¥¤³¾¹¨© (¨ ¯®±«¥¤¨©) ¸ £ ¯®§¢®«¿¥²

 ¬ ®² ¥£® ¨§¡ ¢¨²¼±¿.

��� 3: �°¨¶¨¯ �¨°¨µ«¥.

�®²¿ ¡»«® ¡»  ¨¢®  ¤¥¿²¼±¿, ·²® ¯°¨ «¾¡®¬ ¢»¡®°¥ n ´®°¬ ®² m 6 n ¯¥°¥¬¥-

»µ ¢¥«¨ª  ¢¥°®¿²®±²¼ ²®£®, ·²® ¢±¥ ½²¨ ´®°¬» ¥ ¯°¥¢»¸ ¾² A

p

n (½²® ¨   ± ¬®¬

¤¥«¥ ¥¢¥°®: ¬®¦® ¯®¤®¡° ²¼ n ´®°¬ ®² n ¯¥°¥¬¥»µ, ¤«¿ ª®²®°»µ ½²  ¢¥°®¿²-

®±²¼ ®·¥¼ ¬ «  ¯°¨ ¡®«¼¸¨µ n; ª²® µ®·¥², ¬®¦¥² ¯®¤³¬ ²¼ ª ª ½²® ±¤¥« ²¼), ¬»

¢±¥ ¦¥ ¬®¦¥¬  ¤¥¿²¼±¿, ·²® ± ¡®«¼¸®© ¢¥°®¿²®±²¼¾ ª®«¨·¥±²¢® "¡®«¼¸¨µ" ´®°¬

¬ «®.
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� ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¤«¿ ¢±¿ª®£® � > 0 ¨ j = 1; :::; n ¢¥°®¿²®±²¼ PfjL

j

j > �

p

mg 6 2e

�

�

2

2

:

�² «® ¡»²¼, ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥ ª®«¨·¥±²¢  ´®°¬ ¯® ¬®¤³«¾ ¡®«¼¸¨µ �

p

m

¥ ¯°¥¢»¸ ¥² 2e

�

�

2

2

n ¨, ²¥¬ ± ¬»¬,

Pf ¯® ª° ©¥© ¬¥°¥ e

�

�

2

4

n ´®°¬ ¯® ¬®¤³«¾ ¡®«¼¸¥ �

p

mg 6 2e

�

�

2

4

:

� §®¡¼¥¬ ¢¥¹¥±²¢¥³¾ ®±¼   ¨²¥°¢ «» I

k

; k 2 Z; ¤«¨» 2B

p

m ª ª ¯®ª § ®  

°¨±³ª¥ (¯ ° ¬¥²° B > 0 ¢»¡¥°¥¬ ¯®§¦¥)

� ¦¤®© ° ±±² ®¢ª¥ § ª®¢ ("

1

; :::; "

m

) ¯®±² ¢¨¬ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-

®±²¼ ¨§ n ®¬¥°®¢ ¨²¥°¢ «®¢, ¢ ª®²®°»¥ ¯®¯ «¨ § ·¥¨¿ ´®°¬ L

1

("

1

; :::; "

m

); :::;

L

n

("

1

; :::; "

m

) ±®®²¢¥²±²¢¥®. � ±¨«³ ±¤¥« ®£® ° ¥¥ § ¬¥· ¨¿ ¢¥°®¿²®±²¼ ²®£®,

®¬¥° k 6= 0 ¢±²°¥· ¥²±¿ ¢ ½²®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ¡®«¼¸¥ e

�B

2

k

2

4

n ° §, ¥ ¯°¥¢»-

¸ ¥² 2e

�B

2

k

2

4

: �°¨ B

2

> 32

X

k 6=0

2e

�B

2

k

2

4

6 4

1

X

k=1

e

�8k

2

6 4

1

X

k=1

e

�8k

=

4e

�8

1� e

�8

< 8e

�8

< 8 � 2

�8

=

1

32

¨, ±² «® ¡»²¼, ¤«¿ ¯® ª° ©¥© ¬¥°¥

31

32

2

m

° ±±² ®¢®ª § ª®¢ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼

±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ®¬¥°®¢ ² ª®¢ , ·²® ¢±¿ª®¥ ¶¥«®¥ ·¨±«® k ¢±²°¥· ¥²±¿ ¢ ¥© ¥

¡®«¥¥ ne

�B

2

k

2

4

° §.

�ª®«¼ª® ¢±¥£® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¥© ¨§ n ¶¥«»µ ·¨±¥« ®¡« ¤ ¥² ½²¨¬ ±¢®©±²¢®¬?

�¯° ¦¥¨¥ 8: �®ª ¦¨²¥ ¥° ¢¥±²¢® log t 6

p

t� 1 ¯°¨ t � 1:

�¯° ¦¥¨¥ 9. �³±²¼ 0 6 � 6

1

2

: �°®¢¥°¼²¥, ·²®

X

06k6�n

C

k

n

6 e

2

p

�n

:
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�®¤±ª §ª : �®±¯®«¼§³©²¥±¼ ²®¦¤¥±²¢®¬

P

16k6n

C

k

n

�

k

(1 � �)

n�k

= 1 ¨ § ¬¥²¼²¥,

·²® �

k

(1��)

n�k

� �

�n

(1��)

(1��)n

¯°¨ ¢±¥µ k 2 [0; �n]: � ª®¥¶, ¨±¯®«¼§³¿ °¥§³«¼² ²

³¯° ¦¥¨¿ 8, ¯°®¢¥°¼²¥, ·²®

log

1

�

�

(1� �)

1��

= � log

1

�

+ (1� �) log

1

1� �

6 �

r

1� �

�

+ (1� �)

r

�

1� �

6 2

p

�:

�¯° ¦¥¨¥ 10: �®ª ¦¨²¥, ·²® ª®«¨·¥±²¢® ¨²¥°¥±³¾¹¨µ  ± ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-

®±²¥© ¥ ¯°¥¢»¸ ¥²

Y

k 6=0

�

X

06s6ne

�

B

2

k

2

4

C

s

n

�

6

Y

k 6=0

exp

�

2ne

�

B

2

k

2

8

�

= exp

�

4n

1

X

k=1

e

�

B

2

k

2

8

�

:

�®¤±ª §ª : �®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¯®«®±²¼¾ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ²¥¬,   ª ª¨µ ¬¥±² µ ¢

¥© ±²®¿² ·¨±«  �1;�2; :::.

�®«®¦¨¬ B =

p

8 log

n

m

+ 32 �

p

32 ¯°¨ m 6 n: �®£¤ 

1

X

k=1

e

�

B

2

k

2

8

6

1

X

k=1

e

�k

2

(log

n

m

+4)

6

m

n

1

X

k=1

e

�4k

=

e

�4

1� e

�4

m

n

<

m

16n

;

¨, ±² «® ¡»²¼, ·¨±«® ¢®§¬®¦»µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¥© ¥ ¯°¥¢»¸ ¥² e

m

4

<

31

32

2

m

2

: �®

½²® ®§ · ¥², ·²®  ©¤³²±¿ ¯® ª° ©¥© ¬¥°¥ 2

m

2

° ±±² ®¢®ª § ª®¢, ¤«¿ ª®²®°»µ

±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ®¬¥°®¢ ±®¢¯ ¤ ¾².

�¯° ¦¥¨¥ 11: �®ª ¦¨²¥, ·²® ±°¥¤¨ «¾¡»µ 2

m

2

(¨«¨ ¡®«¼¸¥) ° ±±² ®¢®ª m

§ ª®¢  ©¤³²±¿ ¤¢¥, ° §«¨· ¾¹¨¥±¿ ¯® ª° ©¥© ¬¥°¥ ¢

m

64

¯®§¨¶¨¿µ.

�®¤±ª §ª : ª®«¨·¥±²¢® ° ±±² ®¢®ª, ®²«¨· ¾¹¨µ±¿ ®² ¤ ®© ¢ ¥ ¡®«¥¥ ·¥¬

m

64

¬¥±² µ (¢ª«¾· ¿ ¥¥ ± ¬³), ° ¢®

P

06k6

m

64

C

k

m

6 e

m

4

< 2

m

2

:



8 ��������� �.�.��������

�³±²¼ ²¥¯¥°¼ ("

0

1

; :::; "

0

m

) ¨ ("
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1

; :::; "

00

m

) { ¤¢¥ ° ±±² ®¢ª¨ § ª®¢, ° §«¨· ¾¹¨¥±¿ ¢

m

64

¨«¨ ¡®«¼¸¥ ¯®§¨¶¨¿µ, ¤«¿ ª®²®°»µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ®¬¥°®¢ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ

¨²¥°¢ «®¢ ®¤  ¨ ²  ¦¥. �®£¤ 

�

�

�

L

j

�

"

0

1

� "

00

1

2

; :::;

"

0

m

� "

00

m

2

�

�

�

�

6 B

p

m =

p

m

r

32 + 8 log

n

m

¯°¨ ¢±¥µ j = 1; :::; n:

� ¬¥²¨¬, ·²® ·¨±« 

"

0

k

�"

00

k

2

¯°¨¨¬ ¾² ²®«¼ª® § ·¥¨¿ 0,�1 ¨ +1, ¯°¨·¥¬ ª®«¨·¥-

±²¢® ³«¥© m

1

¥ ¯°¥¢»¸ ¥²

63

64

m: �² «® ¡»²¼, ±«³· © m ¯¥°¥¬¥»µ ±¢¥«±¿ ª ±«³-

· ¾ m

1

6

63

64

m ¯¥°¥¬¥»µ ± ¯®²¥°¥© ¢ ®¶¥ª¥ ±¢¥°µ³

p

m

p

32 + 8 log

n

m

¨«¨ ¬¥¼¸¥.

�°®¤®«¦¨¢ ½²®² ¯°®¶¥±± °¥¤³ª¶¨¨, ¬» ¯®«³·¨¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¥®²°¨¶ ²¥«¼-

»µ ¶¥«»µ ·¨±¥« m = m

0

> m

1

> ::: > m

q

> m

q+1

= 0; ¢ ª®²®°®© m

k+1

6

63

64

m

k

¯°¨ ¢±¥µ k = 0; :::; q; ¨ ° ±±² ®¢ª³ § ª®¢, ¤«¿ ª®²®°®© ¢±¥ ´®°¬» ¥ ¯°¥¢®±µ®¤¿²

q

P

k=0

p

m

k

q

32 + 8 log

n

m

k

: �®±ª®«¼ª³ ´³ª¶¨¿ u(32+8 log

n

u

) ¢®§° ±² ¥² ¯°¨ 0 6 u 6 n;

²® ½²  ±³¬¬  ¥ ¯°¥¢»¸ ¥²

1

X

k=0

s

�

63

64

�

k

m

r

32 + 8 log

n

m

+ 8k log

64

63

6 (² ª ª ª

p

a+ b 6

p

a+

p

b)

6

p

m

r

32 + 8 log

n

m

1

X

k=0

�

63

64

�

k=2

+

p

m

1

X

k=0

�

63

64

�

k=2

r

8k log

64

63

6

6 A

p

m

r

1 + log

n

m

¯°¨ ¤®±² ²®·® ¡®«¼¸¨µ A > 0: �°¨ m = n ¯®«³· ¥¬ jL

j

j 6 A

p

n;   ¯°¨ m 6 n ¨ ²®£®

¬¥¼¸¥.

� ¬¥· ¨¥. �®«³·¥ ¿ ®¶¥ª  A

p

m

p

1 + log

n

m

¢ ¤¥©±²¢¨²¥«¼®±²¨ ²®·  (±

²®·®±²¼¾ ¤® § ·¥¨¿ ¯®±²®¿®© A) ¯°¨ ¢±¥µm 6 n 6 2

m

; µ®²¿ ¯®ª § ²¼ ½²® ±®¢±¥¬

¥¯°®±²®. �°¨ n � 2

m

²°¨¢¨ «¼®¥ ¥° ¢¥±²¢® jL

j

j 6 m ¿¢«¿¥²±¿ ®¤®¢°¥¬¥® ¨

 ¨«³·¸¨¬ ¢®§¬®¦»¬ (¯®·¥¬³?).

�¨²¥° ²³° . Joel Spencer. Six standard deviations su�ce. Transactions of the

Amer. Math. Soc., v.289, no 2, June 1985 (² ª®¥ ±²° ®¥  §¢ ¨¥ ¢®§¨ª«® ¯®²®¬³,

·²®  ¨«³·¸¥¥ ¨§¢¥±²®¥ § ·¥¨¥ A ¤«¿ ±«³· ¿ m = n ° ¢® 5; 32 < 6):


