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�.�.� ª °®¢, �.�.�®¤ª®°»²®¢, �.�.�«®°¨±ª¨©

�®¦¥² «¨ ¯°®¨§¢®¤ ¿ ¢±¾¤³ ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬®© ¨ ¥ ¯®±²®¿®©   ¨²¥°¢ «¥ ´³ª-

¶¨¨ ®¡° ²¨²¼±¿ ¢ ³«¼

 ) ¢® ¢±¥µ ¨°° ¶¨® «¼»µ ²®·ª µ ½²®£® ¨²¥°¢ « ?

¡) ¢® ¢±¥µ ° ¶¨® «¼»µ ²®·ª µ ½²®£® ¨²¥°¢ « ?

�§¬¥¨²±¿ «¨ ®²¢¥², ¥±«¨ ¤®¯®«¨²¥«¼® ¯®²°¥¡®¢ ²¼ ®£° ¨·¥®±²¨ ¯°®¨§¢®¤®©?

� §³¬¥¥²±¿, ¤«¿ £« ¤ª¨µ ´³ª¶¨© ½²® ¥¢®§¬®¦® | ¨§ ®¡° ¹¥¨¿ ¥¯°¥°»¢®© ¯°®-

¨§¢®¤®© ¢ ³«¼   ¯«®²®¬ ¬®¦¥±²¢¥ ±«¥¤³¥², ·²® ®  ¢±¾¤³ ° ¢  ³«¾ ¨, ±«¥¤®¢ -

²¥«¼®, ´³ª¶¨¿ ¯®±²®¿ .

�°¨ ¢¥¸¥© ±µ®¦¥±²¨ ¯®±² ¢«¥»¥ ¢®¯°®±» ¨¬¥¾² ° §»¥ ®²¢¥²». �®«¥¥ ²®£®,

¯¥°¢»© ¨§ ¨µ ±®¢±¥¬ ¯°®±²®©,   ¢® ¢²®°®¬ ±«³· ¥ ¥ ² ª-²® «¥£ª® ¤®£ ¤ ²¼±¿, ª ª®¢

®²¢¥², ¨ ¤«¿ ¥£® ®¡®±®¢ ¨¿ ³¦» ¤®¢®«¼®  ªª³° ²»¥ ° ±±³¦¤¥¨¿.

�² ª, ¯³±²¼ ¥ ¯®±²®¿ ¿ ´³ª¶¨¿ f ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬    ¨²¥°¢ «¥ I. �±«¨ f

0

(x)=

0 ¤«¿ «¾¡®© ²®·ª¨ x 2 I n Q , ²®

f

0

(I) = f

0

(I n Q) [ f

0

(I \ Q ) = f0g [ f

0

(I \ Q ):

�¥°¥±¥·¥¨¥ I\Q ±·�¥²®. �®½²®¬³ ¬®¦¥±²¢® f

0

(I\Q),   ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¨ f

0

(I) ¥ ¡®«¥¥

·¥¬ ±·�¥²®. � ²® ¦¥ ¢°¥¬¿ ¯® ²¥®°¥¬¥ � °¡³ (±¬. �.�.�¨µ²¥£®«¼¶ �³°± ¤¨´´¥°¥¶¨-

 «¼®£® ¨ ¨²¥£° «¼®£® ¨±·¨±«¥¨¿ ².I, ¯.110) ¯°®¨§¢®¤ ¿ (¤ ¦¥ ° §°»¢ ¿) ®¡« ¤ ¥²

±¢®©±²¢®¬ �®¸¨ | ®  «¾¡®© ¯°®¬¥¦³²®ª ¯¥°¥¢®¤¨² ¢ ¯°®¬¥¦³²®ª. � · ±²®±²¨, f

0

(I)

| ¯°®¬¥¦³²®ª. � ª ª ª ¢±¿ª¨© ¥¢»°®¦¤¥»© ¯°®¬¥¦³²®ª ¥±·�¥²¥, ²® f

0

(I) ±®±²®-

¨² «¨¸¼ ¨§ ®¤®© ²®·ª¨: f

0

(I) = f0g. � ª¨¬ ®¡° §®¬, f

0

(x) � 0 ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, f

¯®±²®¿    I,   ½²® ¯°®²¨¢®°¥·¨² ³±«®¢¨¾.

�¥°¥©¤�¥¬ ²¥¯¥°¼ ª ®±®¢®© ²¥¬¥ § ¬¥²ª¨ | ®²¢¥²³   ¢²®°®© ¢®¯°®±. � ³²¢¥°¤¨-

²¥«¼»© | ² ª¨¥ ´³ª¶¨¨ ±³¹¥±²¢³¾². �°¨ ½²®¬ ¬®¦® ¤®¡¨²¼±¿ ¨ ®£° ¨·¥®±²¨

¯°®¨§¢®¤®©. �®±²°®¥¨¥ ¯°®¢¥¤�¥¬ ¢ ¤¢  ½² ¯ . � · «  °¥¸¨¬ ¡®«¥¥ ¯°®±²³¾ § ¤ ·³,

¯®ª § ¢, ·²® ¯°®¨§¢®¤ ¿ ¬®¦¥² ®¡° ²¨²¼±¿ ¢ ³«¼   ¥ª®²®°®¬ ±·�¥²®¬ ¯«®²®¬ ¯®¤-

¬®¦¥±²¢¥ ¨²¥°¢ «  I (¢¬¥±²® ²°¥¡³¥¬®£® ¬®¦¥±²¢  I\Q ). �  ¢²®°®¬ ¸ £¥ ¯®ª ¦¥¬,

·²® ½²® ¢¥°® ¨ ¤«¿ «¾¡®£® ±·�¥²®£® ¯«®²®£® ¯®¤¬®¦¥±²¢ .

1

0

. �®±² ²®·® ¯®±²°®¨²¼ ¥¯°¥°»¢³¾ ±²°®£® ¢®§° ±² ¾¹³¾   (0; 1) ´³ª¶¨¾ g,

³ ª®²®°®© ¯°®¨§¢®¤ ¿ ±³¹¥±²¢³¥² ¨ ¯®«®¦¨²¥«¼  ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥, ¯°¨·�¥¬ g

0

(x) = +1

¢® ¢±¥µ ° ¶¨® «¼»µ ²®·ª µ. �®£¤  ´³ª¶¨¿ f , ®¡° ² ¿ ª g, ¡³¤¥² ¨±ª®¬®© | ® 

§ ¤     ¨²¥°¢ «¥ I = g((0; 1)),   ¥�¥ ¯°®¨§¢®¤ ¿ ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ³«¼   ¯«®²®¬ ¢ I

±·�¥²®¬ ¬®¦¥±²¢¥ g((0; 1) \ Q ).

�³±²¼ fr

n

g | ª ª ¿-²® ³¬¥° ¶¨¿ ¬®¦¥±²¢  Q\(0; 1) ¨

g(x) =

X

n

1

n

2

3

p

x� r

n

; x 2 (0; 1):

�±¥ ±« £ ¥¬»¥ | ¥¯°¥°»¢»¥ ±²°®£® ¢®§° ±² ¾¹¨¥ ´³ª¶¨¨. �® ¯°¨§ ª³ �¥©¥°¸²-

° ±±  °¿¤ ±µ®¤¨²±¿ ° ¢®¬¥°®   (0; 1) (¬ ¦®° ²»© °¿¤ |

P

1

n

2

). �®½²®¬³ g |

1
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¥¯°¥°»¢ ¿ ±²°®£® ¢®§° ±² ¾¹ ¿ ´³ª¶¨¿. �§³·¨¬ ¥�¥ ¯°®¨§¢®¤³¾. �«¿ ½²®£® ° ±-

±¬®²°¨¬ ¬®¦¥±²¢® E,   ª®²®°®¬ ±µ®¤¨²±¿ °¿¤, ¯®«³·¥»© ´®°¬ «¼»¬ ¯®·«¥»¬

¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¥¬:

E =

n

x 2 (0; 1)

�

�

�

X

n

1

n

2

(x� r

n

)

�2=3

<1

o

:

�·¥¢¨¤®, ·²® r

n

=2 E. �®ª ¦¥¬ ²¥¯¥°¼, ·²® ´³ª¶¨¿ g ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬    E,   ¢¥

½²®£® ¬®¦¥±²¢  g

0

= +1. � ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¯°¨ x 2 E ¨ h 6= 0,

(�)

g(x+ h)� g(x)

h

=

X

n

1

n

2

3

p

x� r

n

+ h�

3

p

x� r

n

h

:

�§ ¥° ¢¥±²¢  u

2

+ uv + v

2

>

1

2

v

2

¯°¨ u =

3

p

x� r

n

+ h ¨ v =

3

p

x� r

n

±«¥¤³¥², ·²® ¤«¿

¢±¥µ h

3

p

x�r

n

+h�

3

p

x�r

n

h

=

1

u

2

+uv+v

2

6

2

v

2

=

2

(x�r

n

)

2=3

:

� ª ª ª

P

1

n

2

(x � r

n

)

�2=3

< 1 (¯®±ª®«¼ª³ x 2 E), ²® °¿¤ ¢ ¯° ¢®© · ±²¨ ° ¢¥±²¢ 

(�) ±µ®¤¨²±¿ ° ¢®¬¥°® ®²®±¨²¥«¼® h. �®½²®¬³ ¢ �¥¬ ¤®¯³±²¨¬ ¯®·«¥»© ¯¥°¥-

µ®¤ ª ¯°¥¤¥«³ ¯°¨ h ! 0, ·²® ®¡¥±¯¥·¨¢ ¥² ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ª®¥·®© ¯®«®¦¨²¥«¼®©

¯°®¨§¢®¤®© g

0

(x).

�°®¢¥°¨¬, ·²® g

0

(x) = +1, ¥±«¨ x =2 E, x 6= r

n

(° ¢¥±²¢® g

0

(r

n

) = +1 ®·¥¢¨¤®).

�§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¬®¦¥±²¢  E ±«¥¤³¥², ·²® ¤«¿ ±ª®«¼ ³£®¤® ¡®«¼¸®£® ·¨±«  M ¬®¦®

¯®¤®¡° ²¼ ² ª®© ®¬¥° N , ·²®

N

X

n=1

1

n

2

(x� r

n

)

�2=3

> M :

� ª ª ª ¯°¨ h 6= 0

g(x+ h)� g(x)

h

>

N

X

n=1

1

n

2

3

p

x� r

n

+ h�

3

p

x� r

n

h

;

²® ¤«¿ ¤®±² ²®·® ¬ «»µ h ¬» ¨¬¥¥¬

1

h

(g(x + h) � g(x)) > M . �²® ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾

®§ · ¥², ·²®

g(x+ h)� g(x)

h

�!

h!0

+1;

²® ¥±²¼ ¯°®¨§¢®¤ ¿ ´³ª¶¨¨ g ¢ ²®·ª¥ x ±³¹¥±²¢³¥² ¨ ° ¢  +1.

�®«¥§® ¨¬¥²¼ ¢¢¨¤³ (µ®²¿ ´®°¬ «¼® ½²® ¨ ¥ ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ¢ °¥¸¥¨¨), ·²® ¬®-

¦¥±²¢® E ¢±¾¤³ ¯«®²®   (0; 1). �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¢ ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥ g

0

(x) � +1  

¥ª®²®°®¬ ¥¯³±²®¬ ¨²¥°¢ «¥,   ½²® ¥¢®§¬®¦® (¤®ª ¦¨²¥ ½²®).

�³ª¶¨¿ f , ®¡° ² ¿ ª g, ¢±¾¤³ ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬ , ¨ ¥�¥ ¯°®¨§¢®¤ ¿ ®£° ¨·¥ ,

¯®±ª®«¼ª³

g

0

(x) >

�

3

p

x� r

1

�

0

>

1

3

¯°¨ x 2 (0; 1):



3

� ±±¬®²°¥»©  ¬¨ ¯°¨¬¥° ¡»« ¯°¥¤«®¦¥ �®¬¯¥©¾ ¢ 1906 £. � ª¨£¥ Bruckner A.M.

Di�erentiation of real functions, Berlin: Springer, 1978, ¬®¦®  ©²¨ ¨²¥°¥±®¥ ®¡±³¦-

¤¥¨¥ ½²®£® ¨ ¤°³£¨µ ¯°¨¬¥°®¢ ´³ª¶¨© ± ¥®¡»·»¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨.

2

0

. �±¯®«¼§³¿ ´³ª¶¨¾ ± ¯°®¨§¢®¤®©, ®¡° ¹ ¾¹¥©±¿ ¢ ³«¼   ¥ª®²®°®¬ ±·�¥²®¬

¯«®²®¬ ¬®¦¥±²¢¥, ¯®±²°®¨¬ ´³ª¶¨¾, ³ ª®²®°®© ¯°®¨§¢®¤ ¿ ° ¢  ³«¾   § ¤ -

®¬ ±·�¥²®¬ ¯«®²®¬ ¬®¦¥±²¢¥ ( ¯°¨¬¥°, I \ Q). �¤¥¿ ² ª®£® ¯®±²°®¥¨¿ ª° ©¥

¯°®±²  |  ¤® ±¤¥« ²¼ § ¬¥³ ¯¥°¥¬¥®©, ¯¥°¥¢®¤¿¹³¾ ®¤® ¨§ ½²¨µ ¬®¦¥±²¢ ¢ ¤°³-

£®¥. �¥ «¨§ ¶¨¿ ½²®© ¨¤¥¨ § ²°³¤¿¥²±¿ ®£° ¨·¥¨¥¬ | ² ª ¿ § ¬¥  ¤®«¦  ¡»²¼

¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬®©. �² ª,  ¬ ¤®±² ²®·® ¤®ª § ²¼ ±«¥¤³¾¹¥¥

�²¢¥°¦¤¥¨¥. �³±²¼ X;Y � (0; 1) | ±·�¥²»¥ ¢±¾¤³ ¯«®²»¥ ¢ [0; 1] ¬®¦¥±²¢ .

�®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬ ®²°¥§ª  [0; 1] (®²®¡° ¦¥¨¥   ±¥¡¿ ¥¯°¥°»¢®

¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬®¥ ¢¬¥±²¥ ± ®¡° ²»¬ ®²®¡° ¦¥¨¥¬), ¯¥°¥¢®¤¿¹¨© X   Y .

�®±²°®¨¬ ¢®§° ±² ¾¹¨© ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬ ®²°¥§ª  [0; 1], ¯¥°¥¢®¤¿¹¨© X   Y , ²®

¥±²¼ ´³ª¶¨¾ f , ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹³¾ ³±«®¢¨¿¬

1) f 2C

1

([0; 1]), 2) min

[0;1]

f

0

>0, 3) f(0)=0; f(1)=1,

¤«¿ ª®²®°®© f(X)=Y .

� ¬ ¯®²°¥¡³¾²±¿ ¤¢  ¢±¯®¬®£ ²¥«¼»µ ³²¢¥°¦¤¥¨¿.

�¥¬¬ . �³±²¼ " > 0, f | ´³ª¶¨¿, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹ ¿ ³±«®¢¨¿¬ 1){3), Y | ¯«®²®¥

¯®¤¬®¦¥±²¢® ¨²¥°¢ «  (0; 1), E | ª®¥·®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢® (0; 1), x

�

2 (0; 1) n E.

�®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ ´³ª¶¨¿ f

"

, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹ ¿ ³±«®¢¨¿¬ 1){3), ·²®

 ) jf

0

"

(x)� f

0

(x)j < " ¤«¿ ¢±¥µ x 2 [0; 1];

¡) f

"

(x) = f(x) ¤«¿ ¢±¥µ x 2 E;

¢) f

"

(x

�

) 2 Y .

�§ ³±«®¢¨¿  ) ±«¥¤³¥² (² ª ª ª f(0) = f

"

(0) = 0), ·²®

jf

"

(x)� f(x)j < " ¤«¿ ¢±¥µ x 2 [0; 1]:

� ª¨¬ ®¡° §®¬, «¾¡®© ¢®§° ±² ¾¹¨© ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬ ®²°¥§ª  [0; 1] ¬®¦® §  ±·�¥² ±ª®«¼

³£®¤® ¬ «®£® ¨§¬¥¥¨¿ ² ª À¯®¤¯° ¢¨²¼Á, ·²® ®¢»© ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬ ¡³¤¥² ¯¥°¥¢®-

¤¨²¼ § ¤ ³¾ ²®·ª³ ¢ ¥ª®²®°³¾ ²®·ª³ § ¤ ®£® ¯«®²®£® ¬®¦¥±²¢ , ±®µ° ¿¿ ¯°¨

½²®¬ § ·¥¨¿ ¨±µ®¤®£® ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬    § ¤ ®¬ ª®¥·®¬ ¬®¦¥±²¢¥.

�®ª §»¢ ¿ «¥¬¬³, ¡³¤¥¬ ¨±ª ²¼ ´³ª¶¨¾ f

"

(x) ¢ ¢¨¤¥

f

"

(x) = f(x) + �P

E

(x) ;

£¤¥ � > 0, P

E

| ¯®«¨®¬, ®¡° ¹ ¾¹¨©±¿ ¢ ³«¼   ¬®¦¥±²¢¥ E ¨ ¢ ²®·ª µ 0 ¨ 1, ®

¥ ° ¢»© ³«¾ ¢ ²®·ª¥ x

�

. �·¥¢¨¤®, ´³ª¶¨¿ f

"

³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¿¬ 1), 3) ¨ ¡).

�±«®¢¨¿  ) ¨ 2) ¢»¯®«¥» ¤«¿ ¢±¥µ ¤®±² ²®·® ¬ «»µ �. �¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ¯°¨ ½²®¬

¬®¦® ¤®¡¨²¼±¿ ¨ ¢»¯®«¥¨¿ ³±«®¢¨¿ ¢). �²¬¥²¨¬, ·²® ¥±«¨ f(x

�

) 2 Y , ²® ¨ª ª®£®

¨±¯° ¢«¥¨¿ ´³ª¶¨¨ f ¥ ²°¥¡³¥²±¿. � ½²®¬ ±«³· ¥ f

"

= f .

� «®£¨·® ³±²  ¢«¨¢ ¥²±¿ ¨ ² ª ¿ ¬®¤¨´¨ª ¶¨¿ ½²®© «¥¬¬».
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�³±²¼ ">0, f | ´³ª¶¨¿, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹ ¿ ³±«®¢¨¿¬ 1){3), X | ¯«®²®¥ ¯®¤¬®-

¦¥±²¢® ¨²¥°¢ «  (0; 1), E | ª®¥·®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢® (0; 1), y

�

2 (0; 1) n f(E). �®£¤ 

±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ ´³ª¶¨¿ f

"

, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹ ¿ ³±«®¢¨¿¬ 1){3), ·²®

 ) jf

0

"

(x)� f

0

(x)j < " ¤«¿ ¢±¥µ x 2 [0; 1];

¡) f

"

(x) = f(x) ¤«¿ ¢±¥µ x 2 E;

¢) f

�1

"

(y

�

) 2 X.

�°¥¡³¥¬»© ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬ f ¡³¤¥¬ ¨±ª ²¼ ¢ ¢¨¤¥ f = lim f

n

, £¤¥ ff

n

g | ¯®±«¥-

¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¯®«¨®¬®¢, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ ³±«®¢¨¿¬ 1){3), ª®²®°³¾ ¬» ¯®±²°®¨¬ ¯®

¨¤³ª¶¨¨. �«¿ ½²®£® § ³¬¥°³¥¬ ¬®¦¥±²¢  X ¨ Y : X = fx

n

g, Y = fy

n

g, ¨ ¯®«®¦¨¬

"

n

= 3

�n

(n 2 N). �³±²¼ f

0

(x)=x ¤«¿ ¢±¥µ x2 [0; 1]. � ¦¤»© ¯®«¨®¬ f

n+1

¯®«³· ¥²±¿

"-À¨±¯° ¢«¥¨¥¬Á (¯°¨ "= "

n+1

) ¯®«¨®¬  f

n

± ¯®¬®¹¼¾ «¥¬¬», ¥±«¨ n=2k, ¨«¨ ± ¯®-

¬®¹¼¾ ¥�¥ ¬®¤¨´¨ª ¶¨¨, ¥±«¨ n=2k+1. �°¨ ½²®¬ x

�

= x

k+1

, ±®®²¢¥²±²¢¥® y

�

=y

k+1

,

¨

E =

�

fx

1

; : : : ; x

k

g [

�

f

�1

(y

1

); : : : ; f

�1

(y

k

)

	

; ¥±«¨ n = 2k;

fx

1

; : : : ; x

k

; x

k+1

g [

�

f

�1

(y

1

); : : : ; f

�1

(y

k

)

	

; ¥±«¨ n = 2k + 1

(E = ? ¯°¨ n = 0 ¨ E = fx

1

g ¯°¨ n = 1).

� ª ª ª f

n

(0) = 0 ¨ max

[0;1]

jf

0

n+1

�f

0

n

j < 3

�(n+1)

, ²® ¯°¥¤¥«¼ ¿ ´³ª¶¨¿ f = lim f

n

±³¹¥±²¢³¥² ¨ ¥¯°¥°»¢® ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬    [0; 1]. �°®¬¥ ²®£®,

f

0

(x) = f

0

0

(x) +

1

X

n=1

�

f

0

n

(x)� f

0

n�1

(x)

�

> 1�

1

X

n=1

1

3

n

=

1

2

:

�®½²®¬³ f ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¿¬ 1) ¨ 2),   ² ª ª ª f

n

(1) = 1 ¨ f

n

(0) = 0 ¤«¿ ¢±¥µ n,

²® ¢»¯®«¥® ¨ ³±«®¢¨¥ 3).

�® ¯®±²°®¥¨¾ f

n

(x

k

) = f

n+1

(x

k

) = f

n+2

(x

k

) = : : : | ½«¥¬¥² ¬®¦¥±²¢  Y , ¥±«¨

n > 2k. �®½²®¬³ f(x

k

) 2 Y ¤«¿ ¢±¥µ k 2 N , ²® ¥±²¼ f(X) � Y . � «®£¨·®, f

�1

n

(y

k

) =

f

�1

n+1

(y

k

) = f

�1

n+2

(y

k

) = : : : , ¥±«¨ n > 2k. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, f

�1

(y

k

) 2 X ¤«¿ ¢±¥µ k 2 N , ²®

¥±²¼ f

�1

(Y ) � X. �² ª, f(X) = Y .

�²¬¥²¨¬ ¤®¯®«¨²¥«¼®, ·²®   ª ¦¤®¬ ¸ £¥ ¯°¨ ¯®±²°®¥¨¨ ¬®£®·«¥  f

n

¬» § 

±·�¥² ¢»¡®°  ¬ «®£® ¯ ° ¬¥²°  � ¬®¦¥¬ ¤®¡¨²¼±¿ ²®£®, ·²® ¢¥«¨·¨ 

max

jzj6n

jf

n

(z)� f

n�1

(z)j

¡³¤¥² ¯°®¨§¢®«¼® ¬ « . �²® ¯®§¢®«¿¥² ¯®«³·¨²¼ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¯®«¨®¬®¢, ° ¢-

®¬¥°® ±µ®¤¿¹³¾±¿   ª ¦¤®¬ ®£° ¨·¥®¬ ¯®¤¬®¦¥±²¢¥ ª®¬¯«¥ª±®© ¯«®±ª®±²¨.

�®£¤  ¨§ ²¥®°¥¬» �¥©¥°¸²° ±±  ® ¯°¥¤¥«¥   «¨²¨·¥±ª¨µ ´³ª¶¨© ¢»²¥ª ¥², ·²® ¯®-

±²°®¥»© ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬ ¿¢«¿¥²±¿ ±³¦¥¨¥¬ ¶¥«®© ´³ª¶¨¨.

�² ª, ±³¹¥±²¢³¾² ² ª¨¥ ¥¯®±²®¿»¥ ¨ ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬»¥   ¨²¥°¢ «¥ I ´³ª¶¨¨

f , ·²® ¬®¦¥±²¢® E = fx j f

0

(x) = 0g ±®¤¥°¦¨² ¢±¥ ° ¶¨® «¼»¥ ²®·ª¨ ½²®£® ¨²¥°¢ « .

�®§¨ª ¥² ¥±²¥±²¢¥»© ¢®¯°®±: ¬®¦® «¨ ¤®¡¨²¼±¿ ° ¢¥±²¢  E = I\Q? �ª §»¢ ¥²±¿,

¥². �¥«® ¢ ²®¬, ·²® ¨§ ¯«®²®±²¨ E ¢ I ±«¥¤³¥² ¥±·�¥²®±²¼ E .



5

�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¤«¿ «¾¡®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ fx

n

g � S ¬®¦®, ¯®«¼§³¿±¼ ¯«®²-

®±²¼¾ S, ¯®±²°®¨²¼ ² ª³¾ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¢«®¦¥»µ ¯°®¬¥¦³²ª®¢ f[a

n

; b

n

]g, ·²®

x

n

=2 [a

n

; b

n

] ¨

jf(b

n

)� f(a

n

)j

b

n

� a

n

<

1

n

¤«¿ ¢±¥µ n 2 N :

�³±²¼ c 2

T

n

[a

n

; b

n

]. � ª ª ª f ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬  ¢ ²®·ª¥ c ¨ a

n

6 c 6 b

n

, ²®

f

0

(c) = lim

n!+1

f(b

n

)� f(a

n

)

b

n

� a

n

= 0 :

� ª¨¬ ®¡° §®¬, c 2 S. � ²® ¦¥ ¢°¥¬¿ c 6= x

n

¤«¿ ¢±¥µ n 2 N ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, § ³¬¥-

°®¢ ²¼ ¬®¦¥±²¢® S, ¥±«¨ ®® ¯«®²® ¢ I, ¥¢®§¬®¦®.

� ¤®¯®«¥¨¥ ª ±ª § ®¬³ ¯°¥¤« £ ¥¬ ¤¢¥ § ¤ ·¨.

1) �®ª ¦¨²¥, ·²® ¥±«¨ ¬®¦¥±²¢® ³«¥© ¢±¾¤³ ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬®© ´³ª¶¨¨ ¯«®²®

¢ ¥ª®²®°®¬ ¥¢»°®¦¤¥®¬ ¨²¥°¢ «¥, ²® ®® ¨¬¥¥² ¬®¹®±²¼ ª®²¨³³¬ .

2) �³¹¥±²¢³¥² «¨ ¢±¾¤³ ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬ ¿   R ´³ª¶¨¿, ¥ ¬®®²® ¿ ¨  

ª ª®¬ ¥¯³±²®¬ ¨²¥°¢ «¥?


