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�¥®à¥¬ , ® ª®â®à®© ¬ë å®â¨¬ à ááª § âì, á¢ï§ ­  á ¢®¯à®á®¬ ® ¬ á-
á¨¢­®áâ¨ f -®¡à §  ¬­®¦¥áâ¢ , ®¡à §®¢ ­­®£® â®çª ¬¨, ¢ ª®â®àëå £à ¤¨¥­â
£« ¤ª®© äã­ªæ¨¨ f à ¢¥­ ­ã«î. �à¥¦¤¥ ç¥¬ ®¡áã¦¤ âì íâ®â ¢®¯à®á ¯® áã-
é¥áâ¢ã ¢¢¥¤ñ¬ ­¥®¡å®¤¨¬ë¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï.

�áî¤ã ¤ «¥¥ O | ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ¯à®áâà ­áâ¢  Rm. �¨¬¢®«
Cr(O) ®¡®§­ ç ¥â ª« áá r à § ­¥¯à¥àë¢­® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ëå äã­ªæ¨© (r-
£« ¤ª¨å ­  O äã­ªæ¨©),   Cr,α(O) | ª« áá, á®áâ®ïé¨© ¨§ â¥å r-£« ¤ª¨å
äã­ªæ¨©, ã ª®â®àëå ¯à®¨§¢®¤­ë¥ ¯®àï¤ª  r ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨î �¨¯-
è¨æ  á ¯®ª § â¥«¥¬ α (0 < α 6 1) ­  «î¡®¬ ª®¬¯ ªâ­®¬ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢¥ O.
�ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® Cr,0(O) ≡ Cr(O).

�¯à¥¤¥«¥­¨¥. �ãáâì f ∈ C1(O). �®çª  x ∈ O ­ §ë¢ ¥âáï ªà¨â¨ç¥áª®©
â®çª®© äã­ªæ¨¨ f , ¥á«¨ grad f(x) = 0,   ¥ñ ®¡à §, â.¥. â®çª  f(x), | ªà¨â¨-
ç¥áª¨¬ §­ ç¥­¨¥¬ äã­ªæ¨¨ f . �­®¦¥áâ¢  ªà¨â¨ç¥áª¨å â®ç¥ª ¨ ªà¨â¨ç¥áª¨å
§­ ç¥­¨© äã­ªæ¨¨ f ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì á¨¬¢®« ¬¨ Nf ¨ Cf á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.

�®¯à®á ® â®¬, ª ª®¢® ¬­®¦¥áâ¢® ªà¨â¨ç¥áª¨å §­ ç¥­¨© äã­ªæ¨¨, ¨­-
â¥à¥á¥­ ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ¢ ¤¢ãå ®â­®è¥­¨ïå. �®-¯¥à¢ëå, ®­ ¢®§­¨ª ¥â ¯à¨
¨§ãç¥­¨¨ ¬­®¦¥áâ¢ ãà®¢­ï äã­ªæ¨¨ f , â.¥. ¬­®¦¥áâ¢ ¢¨¤ 

Mt = {x ∈ O | f(x) = t}.

�à¨ ª ª¨å t ¬®¦­® £ à ­â¨à®¢ âì, çâ® íâ® ¬­®¦¥áâ¢® ®ª ¦¥âáï £« ¤ª®© ¯®-
¢¥àå­®áâìî? � ª á«¥¤ã¥â ¨§ â¥®à¥¬ë ® ­¥ï¢­®© äã­ªæ¨¨, ¥á«¨ grad f(x) 6= 0
­  Mt, â.¥. ¥á«¨ t /∈ Cf , â® «®ª «ì­® Mt ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© £à ä¨ª £« ¤ª®©
äã­ªæ¨¨ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ï¢«ï¥âáï £« ¤ª¨¬ ¬­®£®®¡à §¨¥¬. �á«¨ Cf ¨¬¥¥â
­ã«¥¢ãî ¬¥àã, â® ¯®çâ¨ ¢á¥ ¬­®¦¥áâ¢  ãà®¢­ï äã­ªæ¨¨ f ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á®-
¡®© £« ¤ª¨¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨ (ª ª ª®¢ë¬, ¢® ¨§¡¥¦ ­¨¥ ®£®¢®à®ª, ¯à¨ç¨á«ï¥âáï
¨ ¯ãáâ®¥ ¬­®¦¥áâ¢®).

�â¢¥â ­  ¯®áâ ¢«¥­­ë© ¢®¯à®á ¤ ñâ â¥®à¥¬ , á®£« á­® ª®â®à®© ¬­®¦¥-
áâ¢® ªà¨â¨ç¥áª¨å §­ ç¥­¨© ¨¬¥¥â ­ã«¥¢ãî ¬¥àã, ¥á«¨ äã­ªæ¨ï \¤®áâ â®ç­®
£« ¤ª ï". �â¥¯¥­ì £« ¤ª®áâ¨ ãâ®ç­ï« áì ­  ¯à®âï¦¥­¨¨ ¤®¢®«ì­® ¤®«£®£®
¢à¥¬¥­¨. �¥©ç á ¨§¢¥áâ­®, çâ® ¤«ï äã­ªæ¨¨ m ¯¥à¥¬¥­­ëå ¤®áâ â®ç­® ¯®-
âà¥¡®¢ âì, çâ® f ∈ Cm ¨«¨ ¤ ¦¥ çâ® f ∈ Cm−1,1. �â®â à¥§ã«ìâ â â®ç¥­: ã
äã­ªæ¨¨ ª« áá  Cm−1 ¬­®¦¥áâ¢® ªà¨â¨ç¥áª¨å §­ ç¥­¨© ¬®¦¥â ¨¬¥âì ¯®«®-
¦¨â¥«ì­ãî ¬¥àã, ¤ ¦¥ ¥á«¨ ®­  ¢å®¤¨â ¢ «î¡®© ª« áá Cm−1,α ¯à¨ 0 6 α < 1.
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�«ï äã­ªæ¨© ª« áá  Cm áä®à¬ã«¨à®¢ ­­ ï â¥®à¥¬  ¡ë«  ¤®ª § ­ 
�.�®àá®¬ ¢ 1939 £®¤ã. �¯®á«¥¤áâ¢¨¨ ®­  ¡ë«  ®¡®¡é¥­  ­  ¯à®¨§¢®«ì­ë¥
®â®¡à ¦¥­¨ï �.� à¤®¬ (1942) ¨ ­¥®¤­®ªà â­® ¯¥à¥®âªàë¢ « áì ¨ ¤®¯®«­ï-
« áì. � ­ áâ®ïé¥¥ ¢à¥¬ï ­  â¥®à¥¬ë íâ®£® à®¤ , ®â­®áïé¨¥áï ª ª ª äã­ª-
æ¨ï¬, â ª ¨ ª ®â®¡à ¦¥­¨ï¬∗), ®¡ëç­® ááë« îâáï ª ª ­  â¥®à¥¬ã � à¤ .

�â®à®© ¢®¯à®á ¥áâ¥áâ¢¥­­® á¢ï§ ­ á ¯¥à¢ë¬. �à¥¤¢ à¨â¥«ì­ë¬ ®¡à §®¬
¥£® ¬®¦­® ¯®áâ ¢¨âì â ª: ¡ã¤¥â «¨ ¬­®¦¥áâ¢® Cf ¨¬¥âì ­ã«¥¢ãî ¬¥àã, ¥á«¨
¬­®¦¥áâ¢® Nf á¢ï§­®? � íâ®¬ á«ãç ¥ Cf ¥áâì ¯à®¬¥¦ãâ®ª, ¨ ­ã«¥¢ãî ¬¥àã
®­ ¬®¦¥â ¨¬¥âì, «¨èì ¥á«¨ Cf ¢ëà®¦¤ ¥âáï ¢ â®çªã, £®¢®àï ¨­ë¬¨ á«®¢ ¬¨,
â®«ìª® ¥á«¨ äã­ªæ¨ï f ¯®áâ®ï­­  ­  Nf .

�ç¥¢¨¤­®, f ¯®áâ®ï­­  ­  ¢áïª®© á®¤¥à¦ é¥©áï ¢ Nf £« ¤ª®© ¤ã£¥, â ª
çâ® ¥á«¨ «î¡ë¥ ¤¢¥ â®çª¨ ¨§ Nf ¬®¦­® á®¥¤¨­¨âì â ª®© ¤ã£®©, â® f ¯®-
áâ®ï­­  ­  Nf , â.¥. ¨¬¥¥âáï «¨èì ®¤­® ªà¨â¨ç¥áª®¥ §­ ç¥­¨¥ (íâ®â ¢ë¢®¤
á®åà ­ï¥âáï ¨ ¢ ¡®«¥¥ ®¡é¥© á¨âã æ¨¨, ª®£¤  «î¡ë¥ ¤¢¥ â®çª¨ ¨§ Nf ¬®¦-
­® á®¥¤¨­¨âì á¯àï¬«ï¥¬ë¬ ¯ãâñ¬). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ãâ¢¥à¤¨â¥«ì­ë© ®â¢¥â
­  ­ è ¢®¯à®á ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢¯®«­¥ ¢¥à®ïâ­ë¬. �¥¤ì ¢ á¨«ã á¢ï§­®áâ¨
¬­®¦¥áâ¢  Nf ¥£® ®¡à § ­¥ ¢ëà®¦¤ ¥âáï ¢ â®çªã, «¨èì ¥á«¨ £« ¤ª ï äã­ª-
æ¨ï f ­¥ ¯®áâ®ï­­  ­  á¢ï§­®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ Nf , ­  ª®â®à®¬ ¢á¥ ¥ñ ç áâ­ë¥
¯à®¨§¢®¤­ë¥ à ¢­ë ­ã«î! �¤­ ª®, ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ®â¢¥â ­  ¯®áâ ¢«¥­­ë©
¢®¯à®á ¢áñ-â ª¨ ®ª §ë¢ ¥âáï ®âà¨æ â¥«ì­ë¬ | á¢ï§­®áâì ¬­®¦¥áâ¢  Nf ­¥
£ à ­â¨àã¥â ¯®áâ®ï­áâ¢  ­  ­ñ¬ äã­ªæ¨¨ f . �®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¯à¨¬¥à ¡ë«
¯®áâà®¥­  ¬¥à¨ª ­áª¨¬ ¬ â¥¬ â¨ª®¬ �.�¨â­¨ ¢ 1935 £®¤ã.

� á¢ï§¨ á® áª § ­­ë¬ ­ è ¢â®à®© ¢®¯à®á á«¥¤ã¥â ãâ®ç­¨âì ¨ áä®à¬ã-
«¨à®¢ âì á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

ª ª¨¥ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ ®£à ­¨ç¥­¨ï á«¥¤ã¥â ­ «®¦¨âì ­  ¬­®¦¥áâ¢®
ªà¨â¨ç¥áª¨å â®ç¥ª á â¥¬, çâ®¡ë ¬­®¦¥áâ¢® ªà¨â¨ç¥áª¨å §­ ç¥­¨© ¨¬¥«®
­ã«¥¢ãî ¬¥àã (¨, ¢ ç áâ­®áâ¨, á¢®¤¨«®áì ª ®¤­®© â®çª¥ ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  Nf

á¢ï§­®)?
�¤¨­ ¨§ ¢ à¨ ­â®¢ ®â¢¥â  ­  íâ®â ¢®¯à®á ¤ ñâ â¥®à¥¬ , ¤®ª § ­­ ï ¢

1986 £®¤ã �.�®àâ®­®¬. �ë ¯à¨¢¥¤ñ¬ ¥ñ «¨èì ç áâ¨ç­®, ¨ ¤«ï íâ®£® ­ ¬
¯®­ ¤®¡¨âáï ¯®­ïâ¨¥ å ãá¤®àä®¢®© à §¬¥à­®áâ¨.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥. � ãá¤®àä®¢®© à §¬¥à­®áâìî ®£à ­¨ç¥­­®£® ¬­®¦¥áâ¢ 
A, á®¤¥à¦ é¥£®áï ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Rm, ­ §ë¢ ¥âáï â®ç­ ï ­¨¦­ïï £à ­¨æ 
ç¨á¥« p > 0, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨î: ¤«ï «î¡®£® ε > 0 áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥

∗)�¥§ã«ìâ âë, ®â­®áïé¨¥áï ª ®â®¡à ¦¥­¨ï¬, ¬ë ®¡áã¤¨¬ ¢ á«¥¤ãîé¥¬ á®®¡é¥­¨¨.
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à §¡¨¥­¨¥ ¬­®¦¥áâ¢  A: A =
⋃∞

k=1 Ak, çâ®

∞∑

k=1
(diam(Ak))p

< εp.

�¯à ¦­¥­¨¥. �à®¢¥àìâ¥, çâ® å ãá¤®àä®¢ë à §¬¥à­®áâ¨ ­¥ ¯ãáâ®£®
®âªàëâ®£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  ¢ Rm, á¯àï¬«ï¥¬®© ¦®à¤ ­®¢®© ¤ã£¨ ¨ ª ­â®à®¢ 
¬­®¦¥áâ¢  à ¢­ë m, 1 ¨ log3 2 á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.

�§ â¥®à¥¬ë �®àâ®­ , ¢ ç áâ­®áâ¨, á«¥¤ã¥â, çâ®
�á«¨ f ∈ Cr,α(O) ¨ A | ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ¢ Nf , å ãá¤®àä®¢  à §¬¥à­®áâì

ª®â®à®£® ¬¥­ìè¥ r + α, â® ¥£® ®¡à § ¨¬¥¥â ­ã«¥¢ãî ¬¥àã. �á«¨ A | á¯àï¬-
«ï¥¬ ï ¤ã£ , â® íâ® á¯à ¢¥¤«¨¢® â ª¦¥ ¯à¨ r = 1, α = 0, â.¥. ¤«ï «î¡ëå
£« ¤ª¨å äã­ªæ¨©.

� ª ãª § ­® ¡¥§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¢ à ¡®â¥ �®àâ®­ , íâ®â à¥§ã«ìâ â â®ç¥­
¢ á«¥¤ãîé¨¬ á¬ëá«¥: ¤«ï ¢áïª®£® α ∈ (0, 1) áãé¥áâ¢ã¥â á¢ï§­®¥ ª®¬¯ ªâ­®¥
¬­®¦¥áâ¢® å ãá¤®àä®¢®© à §¬¥à­®áâ¨ 1+α, á®áâ®ïé¥¥ ¨§ ªà¨â¨ç¥áª¨å â®ç¥ª
äã­ªæ¨¨ f ª« áá  C1,α, ­  ª®â®à®¬ ®­  ­¥ ¯®áâ®ï­­ .

||||
�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë �®àá  { � à¤  ­ ¬ ¯®âà¥¡ãîâáï ­¥ª®â®àë¥

¢á¯®¬®£ â¥«ì­ë¥ ¯®­ïâ¨ï ¨ á¢ï§ ­­ë¥ á ­¨¬¨ à¥§ã«ìâ âë. � «¥¥ λm |
¬¥à  �¥¡¥£  ¢ Rm (¢ ®¤­®¬¥à­®¬ á«ãç ¥ ¡ã¤¥¬ ¯¨á âì ªà âª®: λ), B(x, r) |
®âªàëâë© è à à ¤¨ãá  r á æ¥­âà®¬ ¢ â®çª¥ x.

�¥¬¬  1. �ãáâì X ⊂ Rm ¨ f : X → R. �á«¨ ¢ ª ¦¤®© ­¥ ¨§®«¨à®¢ ­-
­®© â®çª¥ x ¨§ X ¢ë¯®«­ï¥âáï á®®â­®è¥­¨¥

f(y)− f(x) = o(‖y − x‖m) ¯à¨ y → x, y ∈ X, (1)

â® λ(f(X)) = 0.
�®ª § â¥«ìáâ¢® ®¯¨à ¥âáï ­  â ª®¥ ¯®«¥§­®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ® ¯®ªàëâ¨ïå

è à ¬¨:
¥á«¨ á¥¬¥©áâ¢® ®âªàëâëå è à®¢ {Bα}α∈A, à ¤¨ãáë ª®â®àëå ®£à ­¨ç¥­ë,
®¡à §ã¥â ¯®ªàëâ¨¥ ®£à ­¨ç¥­­®£® ¬­®¦¥áâ¢  E, E ⊂ Rm, â® ¨§ íâ¨å è à®¢
¬®¦­® ¢ë¤¥«¨âì â ªãî (¢®§¬®¦­®, ª®­¥ç­ãî) ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¯®¯ à­®
­¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï è à®¢ Bαj , çâ® è àë B∗

αj
á â¥¬¨ ¦¥ æ¥­âà ¬¨ ¨ ã¢¥«¨-

ç¥­­ë¬¨ ¢ 5 à § à ¤¨ãá ¬¨ ®¡à §ãîâ ¯®ªàëâ¨¥ ¬­®¦¥áâ¢  E: E ⊂ ⋃
j B∗

αj
.
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� íâ®¬ ¬®¦­® ã¡¥¤¨âìáï, ¥á«¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­® ¢ë¡¨à âì è àë, ¯à¨¤¥à-
¦¨¢ ïáì ¯à ¢¨« : ­  ª ¦¤®¬ è £¥ ®ç¥à¥¤­®© è à ¢ë¡¨à ¥âáï \¤®áâ â®ç­®
¡®«ìè¨¬" ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  è à®¢, ­¥ ¯¥à¥á¥ª îé¨åáï á ã¦¥ ¢ë¡à ­­ë¬¨, â®ç-
­¥¥, ®­ ¡¥àñâáï â ª¨¬, çâ® ¥£® à ¤¨ãá ­¥ ¬¥­ìè¥ ¯®«®¢¨­ë à ¤¨ãá  «î¡®£®
¨§ ­¨å.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ® « ¥ ¬ ¬ ë. �¥ ã¬ «ïï ®¡é­®áâ¨ ¡ã¤¥¬ áç¨â âì ¬­®-
¦¥áâ¢® X ®£à ­¨ç¥­­ë¬. �ãáâì ε | ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ¯®«®¦¨â¥«ì­®¥ ç¨á«®.
�® ãá«®¢¨î ¤«ï «î¡®© â®çª¨ x ¨§ X áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© à ¤¨ãá r = r(x) < 1,
çâ® ¬­®¦¥áâ¢® f

(
X ∩B(x, 5r)

)
á®¤¥à¦¨âáï ¢ ¨­â¥à¢ «¥ I ¤«¨­ë ε rm. � á¨-

«ã ¯à¨¢¥¤ñ­­®£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ® ¯®ªàëâ¨ïå ¨§ á®¢®ªã¯­®áâ¨ è à®¢ B(x, r),
x ∈ X, ¬®¦­® ¢ë¤¥«¨âì â ªãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¯®¯ à­® ­¥¯¥à¥á¥ª î-
é¨åáï è à®¢ Bj = B(xj , rj), çâ® è àë B∗

j = B(xj , 5rj) ¯®ªàë¢ îâ ¬­®-
¦¥áâ¢® X. �®£¤  X =

⋃
j X ∩ B∗

j , ¯à¨çñ¬ ª ¦¤®¥ ¬­®¦¥áâ¢® f(X ∩ B∗
j )

á®¤¥à¦¨âáï ¢ ¨­â¥à¢ «¥ Ij ¤«¨­ë εrm
j . �®íâ®¬ã λ(Ij) 6 Cελm(Bj), ®âªã¤ 

á«¥¤ã¥â, çâ® f(X) ¯®ªàë¢ ¥âáï ¨­â¥à¢ « ¬¨ Ij , áã¬¬ à­ ï ¤«¨­  ª®â®àëå
¬ « . �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, â ª ª ª è àë Bj ¯®¯ à­® ­¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï ¨ «¥¦ â ¢
®£à ­¨ç¥­­®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ X̃ =

⋃
x∈X B(x, 1), â®

∑
j
λ(Ij) 6 Cε

∑
j
λm

(
Bj

)
6 Cελm(X̃) −→

ε→0
0.

�â ª, f(X) á®¤¥à¦¨âáï ¢ ¬­®¦¥áâ¢¥
⋃

j Ij áª®«ì ã£®¤­® ¬ «®© ¬¥àë, çâ®
à ¢­®á¨«ì­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î «¥¬¬ë. I

�®¢®àï ¤ «¥¥ ® äã­ªæ¨¨, £« ¤ª®© ­  ª ª®¬-â® ¬­®¦¥áâ¢¥, ¡ã¤¥¬, ª ª
®¡ëç­®, áç¨â âì ¥ñ ®¯à¥¤¥«ñ­­®© ¨ ­¥¯à¥àë¢­® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®© ¢ ­¥ª®-
â®à®© ¥£® ®ªà¥áâ­®áâ¨.

�¥¬¬  2. �ãáâì M | £« ¤ª®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ ¢ Rm ¨ f | £« ¤ª ï
­  M äã­ªæ¨ï. �á«¨ ¢ â®çª¥ x ∈ M ¯à¨ ­¥ª®â®à®¬ r > 1 ¢ë¯®«­ï¥âáï
á®®â­®è¥­¨¥

‖grad f(y)‖ = o(‖y − x‖r−1) ¯à¨ y → x, y ∈ M, (2)

â®
f(y)− f(x) = o(‖y − x‖r) ¯à¨ y → x, y ∈ M. (3)

�«ï r = 1 ãá«®¢¨¥ (2) ®§­ ç ¥â ¯à®áâ®, çâ® grad f(x) = 0.
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�®ª § â¥«ìáâ¢® á«¥¤ã¥â ¨§ ­¥à ¢¥­áâ¢  � £à ­¦ , ¯à¨¬¥­ñ­­®£® ª äã­ª-
æ¨¨ f̃ =f ◦ �, £¤¥ � { ¯ à ¬¥âà¨§ æ¨ï ¬­®£®®¡à §¨ï M ®ª®«® â®çª¨ x.

�¥à¥å®¤ï ª ®á­®¢­®©, ¡®«¥¥ âàã¤­®© ç áâ¨ ­ è¨å à ááã¦¤¥­¨©, § ¬¥-
â¨¬, çâ® à ¢¥­áâ¢® λ

(
Cf

)
= 0 ¢ëâ¥ª «® ¡ë ¨§ «¥¬¬ë 1, ¥á«¨ ¡ë á®®â­®è¥-

­¨¥ (1) ¢ë¯®«­ï«®áì ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ ¬­®¦¥áâ¢  X = Nf . �® ®­®, ®ç¥¢¨¤­®,
¬®¦¥â ¨ ­ àãè âìáï ¢¤®«ì ª ª¨å-â® ­ ¯à ¢«¥­¨©.

� â® ¦¥ ¢à¥¬ï ¤«ï ¯à¨¬¥­¨¬®áâ¨ «¥¬¬ë 1 ¤®áâ â®ç­®, çâ®¡ë á®®â­®è¥-
­¨¥ (1) ¡ë«® á¯à ¢¥¤«¨¢® â®«ìª® ­  ç áâïå ¬­®¦¥áâ¢  Nf , ®¡à §ãîé¨å ¥£®
áçñâ­®¥ à §¡¨¥­¨¥. �â®¡ë ¨¬¥âì ¢®§¬®¦­®áâì ¯à¨¬¥­ïâì «¥¬¬ã 2, ã¤®¡­®
áç¨â âì ¨å ¯®£àã¦¥­­ë¬¨ ¢ ª ª¨¥-â® £« ¤ª¨¥ ¬­®£®®¡à §¨ï (¯à®¨§¢®«ì­ëå
à §¬¥à­®áâ¥©). �á­®¢­ ï âàã¤­®áâì § ª«îç ¥âáï ¢ â®¬, çâ®¡ë ã¡¥¤¨âìáï ¢
¢®§¬®¦­®áâ¨ â ª¨¬¨ ç áâï¬¨ ¨áç¥à¯ âì ¬­®¦¥áâ¢® Nf (á â®ç­®áâìî ¤® ­¥
¡®«¥¥ ç¥¬ áçñâ­®£® ®áâ âª ). �¯¨á ­­ë© ¯®¤å®¤, ª ª ¨ á¯®á®¡ ¯à¥®¤®«¥­¨ï
ãª § ­­®© âàã¤­®áâ¨, ¯à¨­ ¤«¥¦¨â �.�®àáã. �«ï à¥ «¨§ æ¨¨ ¥£® ¨¤¥¨ ­ ¬
¡ã¤¥â ã¤®¡­® ¨á¯®«ì§®¢ âì á«¥¤ãîé¥¥

�¯à¥¤¥«¥­¨¥. �ãáâì r ∈ N, A ⊂ Rm. � §®¢ñ¬ r-¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥¬
¬­®¦¥áâ¢  A à ¢¥­áâ¢®

A = e ∪ E1 ∪ E2 ∪ . . . ,

£¤¥ e ­¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ áçñâ­®,   ª ¦¤®¥ ¬­®¦¥áâ¢® Ej (­ ¡®à íâ¨å ¬­®¦¥áâ¢
¬®¦¥â ¡ëâì ª®­¥ç­ë¬ ¨ ¤ ¦¥ ¯ãáâë¬) á®¤¥à¦¨âáï ¢ â ª®¬ £« ¤ª®¬ ¬­®£®-
®¡à §¨¨ Mj ⊂ Rm, çâ® ¢áïª ï à ¢­ ï ­ã«î ­  A äã­ªæ¨ï f ª« áá  Cr(O) ¢
«î¡®© â®çª¥ x ∈ Ej ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á®®â­®è¥­¨î

f(y) = o(‖y − x‖r) ¯à¨ y → x, y ∈ Mj ∩ O. (3′)

� §¬¥à­®áâ¨ ¬­®£®®¡à §¨© Mj ¬®£ãâ ¡ëâì ¯à®¨§¢®«ì­ë¬¨ ­ âãà «ì­ë-
¬¨ ç¨á« ¬¨ ¬¥¦¤ã 1 ¨ m.

�®¤ 0-¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥¬ A ¡ã¤¥¬ ¯®­¨¬ âì à ¢¥­áâ¢® A = e∪E1, £¤¥ e |
á®¢®ªã¯­®áâì ¨§®«¨à®¢ ­­ëå â®ç¥ª ¬­®¦¥áâ¢  A ¨ E1 = A \ e ⊂ M1 = Rm.

�ãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ r-¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¬­®¦¥áâ¢  A ®§­ ç ¥â (¥á«¨ ¯à¥­¥¡à¥çì
­¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ áçñâ­ë¬ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®¬), çâ® ¢áïª ï r-£« ¤ª ï äã­ªæ¨ï à ¢-
­ ï ­  ­ñ¬ ­ã«î ¯à¨ ¯à¨¡«¨¦¥­¨¨ ª â®çª ¬ ¨§ A ¯® \¤®áâ â®ç­® ¬­®£¨¬"
­ ¯à ¢«¥­¨ï¬ ¢¥¤ñâ á¥¡ï â ª, ª ª ¡ã¤â® ¥ñ r-© ¯®«¨­®¬ �¥©«®à  á¢®¤¨âáï ª
¯®áâ®ï­­®©. �«ï äã­ªæ¨¨ ®¤­®© ¯¥à¥¬¥­­®© ¨ ¬­®¦¥áâ¢  A, ­¥ á®¤¥à¦ é¥-
£® ¨§®«¨à®¢ ­­ëå â®ç¥ª, íâ® â ª ¨ ¥áâì: ¥á«¨ äã­ªæ¨ï ª« áá  Cr ¯®áâ®ï­­ 
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­  ¬­®¦¥áâ¢¥ ¡¥§ ¨§®«¨à®¢ ­­ëå â®ç¥ª, â® ­¥ â®«ìª® ¥ñ ¯¥à¢ ï ¯à®¨§¢®¤­ ï,
­® ¨ ¯à®¨§¢®¤­ë¥ ¢á¥å ¯®àï¤ª®¢ ¤® r-£® ¢ª«îç¨â¥«ì­® à ¢­ë ­ã«î ­  A, â ª
çâ® r-© ¯®«¨­®¬ �¥©«®à  ¤«ï f à ¢¥­ ­ã«î ¢® ¢á¥å â®çª å ¨§ A.

� ¬¥ç ­¨¥. �á«¨ ª ¦¤®¥ ¨§ ¬­®¦¥áâ¢ A1, A2, . . . ¨¬¥¥â r-¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥,
â® ¨å ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ â ª¦¥ ¨¬¥¥â r-¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥.

�¥¬¬  3. �à¨ «î¡ëå ­ âãà «ì­ëå m ¨ r ª ¦¤®¥ ¬­®¦¥áâ¢® A ⊂ Rm

¨¬¥¥â r-¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ® ¯à®¢¥¤ñ¬ ¨­¤ãªæ¨¥© ¯® ¯ à ¬¥âàã p=m+r. �«ãç ©
m=1 ¯® áãé¥áâ¢ã à §®¡à ­ ¯¥à¥¤ § ¬¥ç ­¨¥¬: A=e ∪ E1, £¤¥ e ®¡à §®¢ ­®
¨§®«¨à®¢ ­­ë¬¨ â®çª ¬¨ ¬­®¦¥áâ¢  A, E1 = A \ e⊂M1 =R. �â® ­¥ â®«ìª®
®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â ¡ §ã ¨­¤ãªæ¨¨ ¯à¨ p=2, ­® ¨ ¯®§¢®«ï¥â áç¨â âì ¤ «¥¥ m>2.

�ãáâì p = m + r > 3. �®ª ¦¥¬ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ «¥¬¬ë ¤«ï ¯ àë m, r,
¯à¥¤¯®« £ ï, çâ® ®­® ¢¥à­® ¤«ï ¯ à m− 1, r ¨ m, r − 1. �«ï íâ®£® à §®¡ìñ¬
â®çª¨ ¨§ A ­  ¤¢  ª« áá , ª®â®àë¥ à áá¬®âà¨¬ ¯® ®â¤¥«ì­®áâ¨. �®çªã ¨§
A ­ §®¢ñ¬ r-¯à ¢¨«ì­®©, ¥á«¨ ã ­¥ñ áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï ®ªà¥áâ­®áâì U , çâ®
¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ A∩U á®¤¥à¦¨âáï ¢ ­¥ª®â®à®© r-£« ¤ª®© ¯à®áâ®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ M
(â.¥. ¢ ¬­®£®®¡à §¨¨ à §¬¥à­®áâ¨ m − 1). �®¢®ªã¯­®áâì ¢á¥å r-¯à ¢¨«ì­ëå
â®ç¥ª ®¡®§­ ç¨¬ P ¨ ¯®«®¦¨¬ Q = A \ P . �ç¥¢¨¤­®, ¨§®«¨à®¢ ­­ë¥ â®çª¨
¬­®¦¥áâ¢  A ¯à¨­ ¤«¥¦ â P .

�­ ç «  ã¡¥¤¨¬áï, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® P ¨¬¥¥â r-¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥. �à¥¤¢ à¨-
â¥«ì­® ¤®ª ¦¥¬ íâ® \¢ ¬ «®¬": ã ª ¦¤®© â®çª¨ ¨§ P ¥áâì â ª ï ®ªà¥áâ­®áâì
U , çâ® ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ P ∩ U ¨¬¥¥â r-¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥. �ãáâì U,M | ¨§ ®¯à¥¤¥-
«¥­¨ï r-¯à ¢¨«ì­®© â®çª¨, � (� ∈ Cr) | ¯ à ¬¥âà¨§ æ¨ï ¯®¢¥àå­®áâ¨ M
¨ ¯ãáâì H = �−1(P ∩ U) (H ⊂ Rm−1). �® ¨­¤ãªæ¨®­­®¬ã ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î
áãé¥áâ¢ã¥â r-¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ e ∪⋃

j Ej ¬­®¦¥áâ¢  H. �ãáâì Mj | ¬­®£®®¡-
à §¨¥, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¬­®¦¥áâ¢ã Ej . �à®¢¥à¨¬, çâ® �(e) ∪ ⋃

j �(Ej) |
r-¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï P ∩U. � á ¬®¬ ¤¥«¥, ¯ãáâì x ∈ �(Ej), x = �(s),
£¤¥ s ∈ Ej . �á«¨ äã­ªæ¨ï ϕ (ϕ ∈ Cr) à ¢­  ­ã«î ­  P ∩ U , â® äã­ªæ¨ï
ψ = ϕ ◦ � à ¢­  ­ã«î ­  H. �«¥¤®¢ â¥«ì­®,

ψ(t) = o(‖t− s‖r) ¯à¨ t → s, t ∈ Mj .

� ª ª ª ­¥ ã¬ «ïï ®¡é­®áâ¨ ¬ë ¬®¦¥¬ áç¨â âì, çâ® ®â®¡à ¦¥­¨ï � ¨ �−1

ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨î �¨¯è¨æ , ¯®á«¥¤­¥¥ á®®â­®è¥­¨¥ à ¢­®á¨«ì­® â®-
¬ã, çâ®

ϕ(y) = o(‖y − x‖r) ¯à¨ y → x ∈ �(Ej), y ∈ �(Mj).
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�â® ¨ ¤®ª §ë¢ ¥â, çâ® �(e)∪⋃
j �(Ej) | r-¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï P ∩U.

�®áª®«ìªã á®£« á­® â¥®à¥¬¥ �¨­¤¥«ñä  ¬­®¦¥áâ¢® P ¬®¦­® ¯®ªàëâì áçñâ-
­ë¬ á¥¬¥©áâ¢®¬ ®ªà¥áâ­®áâ¥© ¯®¤®¡­ëå U , ¬ë ¯®«ãç ¥¬ ¡« £®¤ àï § ¬¥ç -
­¨î ª ®¯à¥¤¥«¥­¨î, çâ® ¨ ¢áñ P ¨¬¥¥â r-¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥.

�®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì, çâ® ¤®¯®«­¨¢ ¥£® (r−1)-¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥¬ ẽ∪⋃
j Ẽj ¬­®-

¦¥áâ¢  Q (®­® áãé¥áâ¢ã¥â ¯® ¨­¤ãªæ¨®­­®¬ã ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î), ¬ë ¯®«ãç¨¬
âà¥¡ã¥¬®¥ r-¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ¬­®¦¥áâ¢  A. �ãáâì M̃j | á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¬­®-
¦¥áâ¢ã Ẽj ¬­®£®®¡à §¨¥. �áâ «®áì ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ¢áïª ï äã­ªæ¨ï f ª« áá 
Cr(O), O ⊃ A, à ¢­ ï ­ã«î ­  A, ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ x ∈ Ẽj ⊂ Q

á®®â­®è¥­¨î: f(y) = o
(‖y−x‖r

)
¯à¨ y → x, y ∈ M̃j ∩O. �«ï íâ®£® § ¬¥â¨¬,

çâ® grad f(x) = 0 (¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥ ¯® â¥®à¥¬¥ ® ­¥ï¢­®© äã­ªæ¨¨ ¬­®-
¦¥áâ¢® ¯®áâ®ï­áâ¢  f «®ª «ì­® á®¢¯ ¤ ¥â á £à ä¨ª®¬ r-£« ¤ª®© äã­ªæ¨¨ ¨
¯®íâ®¬ã x ∈ P , çâ® ­¥¢®§¬®¦­®).

�®£« á­® ®¯à¥¤¥«¥­¨î (r − 1)-¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¬ë ¨¬¥¥¬

∂f

∂x1
(y), . . . ,

∂f

∂xm
(y) = o(‖y − x‖r−1) ¯à¨ y → x, y ∈ M̃j ∩ O,

â.¥. ¢ë¯®«­¥­® ãá«®¢¨¥ (2) «¥¬¬ë 2. �§ ­¥ñ á«¥¤ã¥â ­ã¦­®¥ á®®â­®è¥­¨¥
f(y) = o(‖y − x‖r) ¯à¨ y → x, y ∈ M̃j ∩ O, çâ® § ¢¥àè ¥â ¨­¤ãªæ¨®­­ë©
¯¥à¥å®¤. I

||||
�¥¯¥àì ¬ë ¬®¦¥¬ ¤®ª § âì ¨­â¥à¥áãîé¨© ­ á à¥§ã«ìâ â.
�¥®à¥¬ . �á«¨ f ∈ Cm(O), â® λ

(
Cf

)
= 0.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �ãáâì e ∪⋃
j Ej | (m− 1)-¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ¬­®¦¥-

áâ¢  Nf , ¯à¨çñ¬ ª ¦¤®¥ ¬­®¦¥áâ¢® Ej á®¤¥à¦¨âáï ¢ ­¥ª®â®à®¬ ¬­®£®®¡à -
§¨¨ Mj . �®áª®«ìªã e ­¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ áçñâ­®, ¤®áâ â®ç­® ¯à®¢¥à¨âì à ¢¥­áâ¢ 
λ
(
f(Ej)

)
= 0. � ª ª ª ª ¦¤ ï ç áâ­ ï ¯à®¨§¢®¤­ ï ∂f

∂xi
à ¢­  ­ã«î ­  Nf ,

â® ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î (m−1)-¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¤«ï ¢áïª®© â®çª¨ x ¨§ Ej ¬ë ¨¬¥-
¥¬: ∂f

∂xi
(y) = o(‖x − y‖m−1) ¯à¨ y → x, y ∈ Mj , â.¥. ¢ë¯®«­¥­® ãá«®¢¨¥ (2)

«¥¬¬ë 2: grad f(y) = o(‖x − y‖m−1) ¯à¨ y → x, y ∈ Mj . �«¥¤®¢ â¥«ì­®,
f(y)− f(x) = o

(‖y − x‖m
)

¯à¨ y → x, y ∈ Mj . �®íâ®¬ã ¯à¨¬¥­ïï «¥¬¬ã 1 ª
¬­®¦¥áâ¢ã X = Ej , ¬ë ¯®«ãç ¥¬ ¨áª®¬ë© à¥§ã«ìâ â: λ

(
f(Ej)

)
= 0. I


