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�.�.� ª °®¢, �.�.�®¤ª®°»²®¢, �.�.�¥©®¢

�§¢¥±²®, ·²® ¤«¿ «¾¡®© ´³ª¶¨¨ f ¨²¥£° «» (

R

1

0

jf(t)j

p

dt)

1=p

¢®§° ±² ¾² ± °®±²®¬ p   ¨²¥°¢ «¥

(0;1). �²® ¥¬¥¤«¥® ±«¥¤³¥² ¨§ ¥° ¢¥±²¢  ��¥«¼¤¥° . � ±²® ®ª §»¢ ¥²±¿ ¢ ¦»¬ § ²¼, ·²®  

¤®±² ²®·® ¸¨°®ª®¬ ¬®¦¥±²¢¥ ´³ª¶¨© ½²¨ ¨²¥£° «» ¯°¨ ¡�®«¼¸¨µ p ®¶¥¨¢ ¾²±¿ ·¥°¥§ ¨²¥£° «» ±

¬¥¼¸¨¬¨ § ·¥¨¿¬¨ p ( ¯°¨¬¥°, L

2

-®°¬  ®¶¥¨¢ ¥²±¿ ·¥°¥§ L

p

-®°¬³ ±¢¥°µ³, ¥±«¨ p 2 (0; 2); ¨ ±¨§³,

¥±«¨ p > 2) ± ¥ª®²®°»¬¨ ª®±² ² ¬¨, § ·¥¨¿ ª®²®°»µ § ¢¨±¿² «¨¸¼ ®² p, ® ¥ ®² ´³ª¶¨© ¨§  ¸¥£®

¬®¦¥±²¢ .

�¤¨ ¨§ ¯¥°¢»µ °¥§³«¼² ²®¢ ² ª®£® °®¤  { § ¬¥¨²®¥ ¥° ¢¥±²¢® �¨·¨ . �® ±¢¿§ ® ± ¯®±«¥¤®-

¢ ²¥«¼®±²¼¾ ´³ª¶¨© � ¤¥¬ µ¥°  fr

n

g

n>1

, ª®²®°»¥ ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ± ¯®¬®¹¼¾ ¤¨ ¤¨·¥±ª¨µ ° §¡¨¥¨©

¨²¥°¢ «  (0; 1).

�¯¨¸¥¬ ¯®±²°®¥¨¥ ´³ª¶¨¨ r

n

. � ±±¬®²°¨¬ ¯°®¬¥¦³²ª¨

�

nk

= (k=2

n

; (k + 1)=2

n

) ¯°¨ 0 6 k < 2

n

¨ ¯®«®¦¨¬

r

n

(t) = (�1)

k

; ¥±«¨ t 2 �

nk

; r

n

(k=2

n

) = 0; ¥±«¨ 0 6 k 6 2

n

:

�²® ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ¬®¦® ¯¥°¥´®°¬³«¨°®¢ ²¼, ±ª § ¢, ·²® r

n

(t) = = sign sin(2

n

�t). �®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼

´³ª¶¨© � ¤¥¬ µ¥°  ®¡« ¤ ¥² § ¬¥· ²¥«¼»¬ ±¢®©±²¢®¬ { ¥§ ¢¨±¨¬®±²¼¾. �¤® ¨§ ½ª¢¨¢ «¥²»µ

®¯°¥¤¥«¥¨© ½²®£® ±¢®©±²¢  ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²®
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2

; : : : ; '

n

, ®¯°¥¤¥«¥»µ ¯® ª° ©¥© ¬¥°¥ ¢ ²®·ª µ �1.

���������� 1. �®ª ¦¨²¥ ° ¢¥±²¢® (1).

�« ±±¨·¥±ª®¥ ¥° ¢¥±²¢® �¨·¨  ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¤«¿ ¢±¿ª®£® p > 0 ±³¹¥±²¢³¾² ² ª¨¥ ¯®«®-
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: (2)

�°¥§¢»· ©® ¢ ¦®, ·²® A

p

¨ B

p

§ ¢¨±¿² ²®«¼ª® ®² p, ® ¥ ®² n.

�±¯®«¼§³¿ ¢»¯³ª«®±²¼ ´³ª¶¨¨ I(p)=ln

�

R

1

0

jf(t)j

p

dt

�

¯°¨ 0<p<1 (½²® ¥ ·²® ¨®¥, ª ª ¯¥°¥´®°¬³-

«¨°®¢ª  ¥° ¢¥±²¢  ��¥«¼¤¥° ) ¥²°³¤® ¤®ª § ²¼, ·²® «¥¢ ¿ · ±²¼ ¥° ¢¥±²¢  �¨·¨  ¥±²¼ ¯°®±²®¥

±«¥¤±²¢¨¥ ¥£® ¯° ¢®© · ±²¨. �®·¥¥, ±¯° ¢¥¤«¨¢® ±«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥.

���������� 2. �³±²¼ r < 2 < p: �®£¤  ¨§ L
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£¤¥ � =

1�2=r

1�2=p

: �¥¬ ± ¬»¬, ¬» ¯®«³· ¥¬ «¥¢³¾ · ±²¼ ¥° ¢¥±²¢  �¨·¨  ± A

r

= B

�

p

: �«¿ ¯®«³·¥¨¿

«³·¸¥£® § ·¥¨¿ ¯®±²®¿®© A

r

¬» ¬®¦¥¬ ¢®±¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ¯°®¨§¢®«®¬ ¢ ¢»¡®°¥ ¯®ª § ²¥«¿ p > 2:
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� ±¥°¥¤¨¥ 60-µ £®¤®¢ ¥° ¢¥±²¢® �¨·¨  ®¡®¡¹¨«   ¢¥ª²®°®§ ·»© ±«³· © ´° ¶³§±ª¨© ¬ ²¥-

¬ ²¨ª J.-P.KAHANE. � ¤®ª § «, ·²® ¢¥°  ±«¥¤³¾¹ ¿ ²¥®°¥¬ .

�������. �«¿ ¢±¿ª®£® p > 0 ±³¹¥±²¢³¾² ² ª¨¥ ¯®«®¦¨²¥«¼»¥ ·¨±« 
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®°¬¨°®¢ ®£® ¯°®±²° ±²¢  X , ¤«¿ «¾¡®£® n 2 N ¨ «¾¡»µ ¢¥ª²®°®¢ x
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: (3)

�«¥¬¥² °®¥ ¨ ¢¬¥±²¥ ± ²¥¬, ¯®-¢¨¤¨¬®¬³,  ¨¡®«¥¥ ¯°®±²®¥ ¨§ ¨§¢¥±²»µ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ ¥° ¢¥±²¢ 

�¨·¨ -� µ   ¬®¦®  ©²¨,  ¯°¨¬¥°, ¢ [1].

�±®, ·²®

e

A

p

6A

p

6 1 ¯°¨ 0<p< 2 ¨ 16B

p

6

e

B

p

¯°¨ p > 2: � ¥ª®²®°»µ ±«³· ¿µ ¡»¢ ¥² ¨²¥°¥±®

§ ²¼ ¯® ¢®§¬®¦®±²¨  ¨¡®«¥¥ ²®·»¥ § ·¥¨¿ ¯®±²®¿»µ A

p

, B

p

¨

e

A

p

,

e

B

p

. �¹¥ ¢ 1935 £®¤³ ¢ ª¨£¥

�.� ·¬ ¦  ¨ �.�²¥©£ ³§  "�¥®°¨¿ ®°²®£® «¼»µ °¿¤®¢" ¡»«® ¯®«³·¥®  ¨«³·¸¥¥ § ·¥¨¥ B

4

;   ¢

1959 £®¤³ �.�.�²¥·ª¨ ¢»·¨±«¨« § ·¥¨¿ B

p

¯°¨ p = 2k, £¤¥ k 2 N:

���������� 3. �»·¨±«¨²¥  ¨«³·¸¨¥ (²® ¥±²¼  ¨¬¥¼¸¨¥ ¢®§¬®¦»¥) ¯®±²®¿»¥ B

p

¢ ¥° -

¢¥±²¢¥ �¨·¨  ¯°¨ p = 4 ¨ p = 6:

� 1977 £®¤³ ¤ ²±ª¨© ¬ ²¥¬ ²¨ª U.HAAGERUP  ¸¥« (±¬. ª° ²ª®¥ ±®®¡¹¥¨¥ [3] ¨ ¯®¤°®¡®¥ ¨§«®¦¥-

¨¥ [4]) ²®·»¥ § ·¥¨¿ B

p

¯°¨ ¢±¥µ p > 2 (®·¥¢¨¤®, ·²® B

p

= 1 ¯°¨ 0 < p 6 2). �±¯®«¼§³¿ ¥° ¢¥±²¢®

��¥«¼¤¥°  ¨ ½²¨ § ·¥¨¿ B

p

; ¬®¦® ¯®«³·¨²¼ (±¬. ³¯° ¦¥¨¥ 2) ¥ª®²®°»¥, ®¤ ª®, ¥  ¨«³·¸¨¥ § -

·¥¨¿ A

p

¯°¨ 0< p < 2: �«¿  µ®¦¤¥¨¿ ²®·»µ § ·¥¨© ½²¨µ ª®±² ² ¯°¨¸«®±¼ ¯°¨¢«¥ª ²¼ ¤°³£¨¥

¬¥²®¤». �¯¥°¢»¥ ½²® ³¤ «®±¼ ±¤¥« ²¼ ±²³¤¥²³(!), »¥ ¨§¢¥±²®¬³ ¯®«¼±ª®¬³ ¬ ²¥¬ ²¨ª³. S.SZAREK

¤®ª § « [2], ·²®  ¨¡®«¼¸¥¥ § ·¥¨¥ ¯®±²®¿®© A

1

¢ ¥° ¢¥±²¢¥ (2) ¥±²¼ 1=

p

2: �¥¬ ± ¬»¬ ® ¯®¤²¢¥°-

¤¨« £¨¯®²¥§³, ¤ ¢® ¢»±ª § ³¾ �¨²²«¢³¤®¬. � ¨«³·¸¨¥ § ·¥¨¿ ª®±² ² A

p

¤«¿ ¤°³£¨µ § ·¥¨©

p 2 (0; 2) ¡»«¨  ©¤¥» ¢±ª®°¥ ¯®±«¥ ½²®£® ¢ ³¯®¬¿³²»µ ° ¡®² µ �  £¥°³¯  [3],[4].

���������� 4. �®ª ¦¨²¥, ·²® A
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:

�® ¥¤ ¢¥£® ¢°¥¬¥¨ ® ²®·»µ § ·¥¨¿µ ª®±² ²

e
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p

¨

e

B

p

¢ ¥° ¢¥±²¢¥ �¨·¨ -� µ   ¨·¥£®

¥ ¡»«® ¨§¢¥±²®. � ¢®² ®ª §»¢ ¥²±¿, ·²®  ¨«³·¸¥¥ § ·¥¨¥ ¯®±²®¿®©

e

A

1

(£®¤®¥ ¤«¿ «¾¡»µ ®°-

¬¨°®¢ »µ ¯°®±²° ±²¢!) ² ª¦¥ ° ¢® 1=

p

2 (  ¥ ¬¥¼¸¥). �®¤°®¡¥¥ ½²® ®§ · ¥², ·²® ±¯° ¢¥¤«¨¢ 

±«¥¤³¾¹ ¿ ²¥®°¥¬ .

�������. �«¿ «¾¡®£® ®°¬¨°®¢ ®£® ¯°®±²° ±²¢ X; «¾¡®£® n 2 N ¨ «¾¡»µ ¢¥ª²®°®¢ x
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; : : : ; x

n
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dt: (4)

�®ª § ²¥«¼±²¢® ½²®© ²¥®°¥¬» ¥¬®£¨¬ ¡®«¥¥ £®¤  ²®¬³  § ¤ ¯®«³·¨«¨ ¯®«¼±ª¨¥ ±²³¤¥²» R.LATALA

¨ K.OLESZKIEWICZ ¯®¤ °³ª®¢®¤±²¢®¬ ¨§¢¥±²®£® ¯®«¼±ª®£® ±¯¥¶¨ «¨±²  ¯® ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²®±²¥© ¨

´³ª¶¨® «¼®¬³   «¨§³ S.KWAPIE

�

N'¿. �¯°®¹¥®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ½²®© ²¥®°¥¬»  ¬ ±®®¡¹¨« ¯°®-

´¥±±®° A.PE LCZI

�

NSKI. �¥«¼ ½²®© § ¬¥²ª¨ { ° ±±ª § ²¼ ½²® ¯°®±²®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢®, ® ¢ ¥±ª®«¼ª®

¬®¤¨´¨¶¨°®¢ ®¬  ¬¨ ¢¨¤¥. � ¯®ª  ¯°¥¤« £ ¥¬ ¯°¨¿²¼ ½²®² °¥§³«¼² ²   ¢¥°³ ¨ ± ¯®¬®¹¼¾ ¥° -

¢¥±²¢  ��¥«¼¤¥°  ° ±¯°®±²° ¨²¼ ¥£®   ±«³· © 0 < p < 1:

���������� 5. �®ª ¦¨²¥, ·²®

e

A

p

> 2

1

2

�

1

p

¯°¨ 0 < p < 1:

�®¯®±² ¢¨¢ ½²® ± °¥§³«¼² ²®¬ �  £¥°³¯  A

p

= 2

1

2

�

1

p

¯°¨ 0 < p < p

0

; £¤¥ p

0

t 1; 847; ¯®«³· ¥¬, ·²®

e

A

p

= 2

1

2

�

1

p

¯°¨ 0 < p 6 1:

�²® ¦¥ ª ± ¥²±¿ ²®·»µ § ·¥¨© ª®±² ²

e

A

p

¯°¨ 1 < p < 2 ¨

e

B

p

¯°¨ p > 2; ²®  ¬ ®¨ ¥ ¨§¢¥±²».

�¥°¥©¤¥¬ ²¥¯¥°¼ ª ¤®ª § ²¥«¼±²¢³ ¥° ¢¥±²¢  (4). �£® ¬®¦® ¯¥°¥´®°¬³«¨°®¢ ²¼ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° -

§®¬. � ´¨ª±¨°³¥¬ ¯°®¨§¢®«¼»©  ¡®° x ¢¥ª²®°®¢ x

1

; x

2

; : : : ; x

n

¨ ±¢¿¦¥¬ ± ¨¬ ´³ª¶¨¾

f

x

(t) =
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�·¥¢¨¤®, ¥° ¢¥±²¢® (4) ° ¢®±¨«¼® ²®¬³, ·²®
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(t) dt 6 2
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(t) dt
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:

�²® ¥° ¢¥±²¢® ¬» ¨ ¡³¤¥¬ ¤®ª §»¢ ²¼.

�³ª¶¨¿ f

x

³±²°®¥  ¤®¢®«¼® ¯°®±²®:   ¯°®¬¥¦³²ª µ ¢¨¤ 

�

j�1

2

n

;

j

2

n

�

; j = 1; : : : ; 2

n

; ®  ¯®±²®¿ .

�®¦¥±²¢® ¢±¥µ ² ª¨µ ¢¥¹¥±²¢¥®-§ ·»µ ´³ª¶¨© ®¡° §³¥² «¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²¢® E ° §¬¥°®±²¨

2

n

(¯®±ª®«¼ª³  ± ¨²¥°¥±³¾² ²®«¼ª® ¨²¥£° «¼»¥ ®¶¥ª¨, ²® § ·¥¨¿ ½²¨µ ´³ª¶¨© ¢ ²®·ª µ j=2

n

¥

¨£° ¾² °®«¨; ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥®±²¨ ¬®¦® ±·¨² ²¼, ·²® f(j=2

n

) = 0 ¤«¿ ¢±¥µ ´³ª¶¨© f ¨§ E):

� ¯°®±²° ±²¢¥ E ¥±²¥±²¢¥® ¢¢¥±²¨ ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥

(f; g) =

Z

1

0

f(t)g(t)dt ¤«¿ «¾¡»µ f; g 2 E;

ª®²®°®¥ ¯®°®¦¤ ¥² ¢ E ¥¢ª«¨¤®¢³ ®°¬³

kfk

E

=

p

(f; f)=
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0

f

2

(t)dt

�

1=2

:

�§ ° ¢¥±²¢  (1) ±«¥¤³¥², ·²® (r

j

; r

k

) = 0; ¥±«¨ j 6= k ¨ (r

j

; r

j

) = 1; ²® ¥±²¼ ´³ª¶¨¨ � ¤¥¬ µ¥°  ®¡° §³¾²

®°²®®°¬¨°®¢ ³¾ ±¨±²¥¬³ ¢ E; ª®²®° ¿, ª®¥·®, ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¡ §¨±®¬, ² ª ª ª ° §¬¥°®±²¼ E ° ¢ 

2

n

;   ´³ª¶¨© � ¤¥¬ µ¥°  ²®«¼ª® n: �®¯®«¨¬ ½²³ ±¨±²¥¬³ ´³ª¶¨¿¬¨ �®«¸ . �³ª¶¨¥© �®«¸  w(t)

¯®°¿¤ª  k (06k6n)  §»¢ ¥²±¿ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ k ° §«¨·»µ ´³ª¶¨© � ¤¥¬ µ¥°  w(t) = r

n

1

(t) � � � r

n

k

(t);

£¤¥ 16 n

1

< : : : < n

k

6 n: �®°¿¤®ª ´³ª¶¨¨ �®«¸  w ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ k = ordw: �°¨ ½²®¬ ´³ª¶¨¿

�®«¸  ³«¥¢®£® ¯®°¿¤ª  (®¡®§ ·¨¬ ¥¥ w

0

) { ½²® ´³ª¶¨¿ ¢±¾¤³ ° ¢ ¿ 1. �±®, ·²® ´³ª¶¨¨ �®«¸ 

¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª  ±®¢¯ ¤ ¾² ± ´³ª¶¨¿¬¨ � ¤¥¬ µ¥° . �§ ° ¢¥±²¢  (1) ±° §³ ±«¥¤³¥², ·²® ´³ª¶¨¨

�®«¸  ®¡° §³¾² ®°²®£® «¼³¾ ±¨±²¥¬³ ¢ E: �¡®§ ·¨¬ ¥¥ W

n

: � ª ª ª ¨¬¥¥²±¿ °®¢® C

k

n

´³ª¶¨©

�®«¸  k�£® ¯®°¿¤ª , ²® ±¨±²¥¬  W

n

±®±²®¨² ¨§

P

n

k=0

C

k

n

= 2

n

´³ª¶¨©. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, W

n

¿¢«¿¥²±¿

®°²®®°¬¨°®¢ »¬ ¡ §¨±®¬ ¢ E: �®½²®¬³ ª ¦¤ ¿ ´³ª¶¨¿ f ¨§ E ° ±ª« ¤»¢ ¥²±¿ ¯® ¡ §¨±³ W

n

:

f =

X

w2W

n

(f; w)w:

� ±¨«³ ®°²®®°¬¨°®¢ ®±²¨ ±¨±²¥¬» W

n

¤«¿ «¾¡»µ ´³ª¶¨© f; g 2 E ±¯° ¢¥¤«¨¢» ° ¢¥±²¢®

(f; g) =

X

w2W

n

(f; w)(g; w) ¨ ²¥®°¥¬  �¨´ £®°  kfk

2

E

=

X

w2W

n

(f; w)

2

:

�²¥°¥±³¾¹ ¿  ± ´³ª¶¨¿ f

x

®¡« ¤ ¥² ¢ ¦»¬ ¤«¿ ¤ «¼¥©¸¥£® ±¢®©±²¢®¬ { ¥¥ £° ´¨ª ±¨¬¬¥²°¨·¥

®²®±¨²¥«¼® ¯°¿¬®© t = 1=2; ²® ¥±²¼ f

x

(t) = f

x

(1 � t); ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, £° ´¨ª ´³ª¶¨¨ f

x

(t)r

j

(t)

±¨¬¬¥²°¨·¥ ®²®±¨²¥«¼® ²®·ª¨ (

1

2

; 0) (½²® ¥¬¥¤«¥® ±«¥¤³¥² ¨§ ° ¢¥±²¢  r

j

(t) = �r

j

(1� t)): �®½²®¬³

(f

x

; r

j

) = 0 ¤«¿ ¢±¥µ j = 1; : : : ; n; ²® ¥±²¼ (f

x

; w) = 0; ¥±«¨ ordw = 1:

�¯°¥¤¥«¨¬ ®¯¥° ¶¨¾ "¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¿" ¤«¿ ´³ª¶¨© ¨§ E :
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