
îåóëïìøëï öåíþõöéîíá�åíá�éþåóëïçï áîáìéúáó. ÷. ëÅÒÏ×ïÄÎÏ ×ÒÅÍÑ × ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÏÍ ÖÕÒÎÁÌÅ Communi
ations of the ACM ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ �ÕÂÌÉ-ËÏ×ÁÌÉÓØ ÜÔÀÄÙ �ÏÄ ÏÂÝÅÊ ÛÁ�ËÏÊ \Programming pearls" { ÖÅÍÞÕÖÉÎÙ �ÒÏÇÒÁÍÍÉ-ÒÏ×ÁÎÉÑ (ÒÕÓÓËÉÊ �ÅÒÅ×ÏÄ Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎ × ËÎÉÇÅ ä. âÅÎÔÌÉ, \öÅÍÞÕÖÉÎÙ Ô×ÏÒÞÅÓÔ×Á�ÒÏÇÒÁÍÍÉÓÔÏ×", òÁÄÉÏ { ó×ÑÚØ, í., 1990). íÕÚÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÎÅÓÒÁ×ÎÅÎÎÏ ÓÔÁÒÛÅËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÏÊ ÓÅÓÔÒÙ É ÎÁÓÞÉÔÙ×ÁÅÔ ÓÒÅÄÉ Ó×ÏÉÈ ÓÏËÒÏ×ÉÝ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏ ÂÏÌØ-ÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÖÅÍÞÕÖÉÎ. ðÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë ÎÁÛÉÍ ÎÁÍÅÒÅÎÉÑÍ, ÜÔÕ �ÏÜÔÉÞÅÓËÕÀ ÍÅÔÁ-ÆÏÒÕ ÍÏÖÎÏ ÏÔÎÅÓÔÉ Ë ËÏÒÏÔËÏÍÕ ÓÀÖÅÔÕ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍÕ ÜÓÔÅÔÉÞÅÓËÉ ÚÎÁÞÉÍÕÀÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÉÄÅÀ. äÌÑ ÎÁÓÔÏÑÝÉÈ ÚÁÍÅÔÏË ÏÔÏÂÒÁÎÏ Ó �ÏÌÄÀÖÉÎÙ �ÏÄÏÂÎÙÈÖÅÍÞÕÖÉÎ, × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÉÚ ÏÂÌÁÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ.îÁÞÎÅÍ Ó ÓÀÖÅÔÁ, ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÇÏ Ë óÔÉÌÔØÅÓÕ.1. üÌÅËÔÒÏÓÔÁÔÉËÁ ÎÕÌÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ñËÏÂÉ1. ðÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ(1.1) V (x1; x2; : : : ; xn) = ∏1≤j<k≤n |xj − xk|;ÔÏ ÅÓÔØ ÍÏÄÕÌØ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÷ÁÎÄÅÒÍÏÎÄÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ V ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ Ó×ÏÉÈ ÁÒÇÕ-ÍÅÎÔÏ× ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÁÂÏÒ {x1; x2; : : : ; xn} ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÀ x1 < x2 < : : : < xn × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ. íÙ ÈÏÔÉÍÎÁÊÔÉ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÆÕÎË�ÉÉ V �ÒÉ ÜÔÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÉ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÂÅÚ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÚÁÄÁÞÁ ÂÅÓÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÁ, �ÏÜÔÏÍÕ ÂÕÄÅÍ ÅÝÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ �Å-ÒÅÍÅÎÎÙÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍÕ ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÏÔÒÅÚËÕ[0; 1℄.(1.2) úÁÄÁÞÁ. îÁÊÔÉ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÀ ÉÚ n ÔÏÞÅË ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ,(1.3) 0 ≤ x1 < x2 < : : : < xn−1 < xn ≤ 1;ÍÁËÓÉÍÉÚÉÒÕÀÝÕÀ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ (1.1).ìÅÇËÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ËÏÒÒÅËÔÎÏ: ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (ÑÓÎÏ ÉÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ) É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,ÓÏÓÔÁ×ÉÍ ÉÚ Ä×ÕÈ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ (x1; : : : ; xn) É (y1; : : : ; yn) ÎÏ×ÕÀ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÀ(z1; : : : ; zn), × ËÏÔÏÒÏÊ zk = (xk + yk)=2 �ÒÉ k = 1; 2; : : : ; n. �ÏÇÄÁzj − zi = 12((xj − xi) + (yj − yi)) ≥ (xj − xi)1=2(yj − yi)1=21



�ÒÉ ×ÓÅÈ i < j, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏV (z1; : : : ; zn)2 ≥ V (x1; : : : ; xn)V (y1; : : : ; yn);�ÒÉÞÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÔÒÏÇÏÅ, ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ ÉËÓÏ× É ÉÇÒÅËÏ× ÎÅ ÓÏ×�Á-ÄÁÀÔ. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÆÕÎË�ÉÑ lnV ÓÔÒÏÇÏ ×Ù�ÕËÌÁ. �Å�ÅÒØ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÁËÓÉÍÕÍ VÎÅ ÍÏÖÅÔ ÄÏÓÔÉÇÁÔØÓÑ ÎÁ Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑÈ: × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅV ÎÁ ÉÈ �ÏÌÕÓÕÍÍÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ÅÝÅ ÂÏÌØÛÅ.äÌÑ �ÒÉËÉÄËÉ ÎÁÊÄÅÍ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ �ÒÉ ÍÁÌÙÈ n. ðÒÉ n = 2; 3ÏÔ×ÅÔ ÏÞÅ×ÉÄÅÎ: Ä×Å ÔÏÞËÉ ÚÁÊÍÕÔ ÍÅÓÔÁ ÎÁ ËÏÎ�ÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ, Á ÅÝÅ ÏÄÎÁ (ÅÓÌÉÏÎÁ ÉÍÅÅÔÓÑ) { �ÏÓÅÒÅÄÉÎÅ. ðÒÉ n = 4 ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ Ó×ÏÄÑÔ ×Ï�ÒÏÓ ËÏ�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÎÏ ÏÔ×ÅÔ ÕÖÅ ÎÅ ÔÁË ÔÒÉ×ÉÁÌÅÎ:(1.4) x1 = 0; x2 = 12(1− 1√5); x3 = 12(1 + 1√5); x4 = 1:äÌÑ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÁÎÁÌÉÚÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÕÔÏÞÎÉÔØ, × ËÁËÏÊ ÆÏÒÍÅ ÍÙ ÒÁÓÓÞÉÔÙ×ÁÅÍ�ÏÌÕÞÉÔØ ÏÔ×ÅÔ �ÒÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ n.2. ïÔ×ÅÔ. éÓÈÏÄÎÁÑ ÉÄÅÑ �ÏÍÁÓÁ óÔÉÌÔØÅÓÁ ÏÞÅÎØ �ÒÏÓÔÁ: ÓÔÏÉÔ ÉÓËÁÔØ ÎÅ ÓÁÍÉ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x1 < : : : < xn, Á ÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÎÕÌÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÜÔÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅÑ×ÌÑÀÔÓÑ. �ÁËÁÑ ÔÏÞËÁ ÚÒÅÎÉÑ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÍÕ ÏÔ×ÅÔÕ.(2.1) �ÅÏÒÅÍÁ. ëÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑ (1.3), ÍÁËÓÉÍÉÚÉÒÕÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÀ V (x1; : : : ; xn),ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË x1 = 0, xn = 1 É ×ÓÅÈ ËÏÒÎÅÊ �ÏÌÉÎÏÍÁ ñËÏÂÉ Jn−2(1; 1;x)ÓÔÅ�ÅÎÉ n− 2.óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ñËÏÂÉ. äÌÑ ÎÁ-ÛÉÈ �ÅÌÅÊ ÕÄÏÂÎÅÅ ×ÓÅÇÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ Ñ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ:(2.2) Jn(a; b;x) = n
∑k=0(−1)kxk(nk) k

∏j=1 n+ a+ b+ jb+ j :îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÉ n = 4 �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÏÌÉÎÏÍ J2(1; 1;x) = 1−5x+5x2, ËÏÒÎÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏÓÌÕÖÁÔ x2; x3 ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ (1.4).þÔÏÂÙ ÓÄÅÌÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ, ÕÄÏÂÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ �ÅÒ-×ÏÎÁÞÁÌØÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ.(2.3) �ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ p; q { ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ. �ÏÇÄÁËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑ ÉÚ n ÔÏÞÅË ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ, ÍÁËÓÉÍÉÚÉÒÕÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ(2.4) V (x1; x2; : : : ; xn) = n
∏k=1(1− xk)p xqk ∏i<j(xj − xi)�ÒÉ �ÒÅÖÎÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÈ (1.3), ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÉÚ ×ÓÅÈ ËÏÒÎÅÊ �ÏÌÉÎÏÍÁñËÏÂÉ (2.2) Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ a = 2p− 1, b = 2q − 1.�ÅÏÒÅÍÁ 2.1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÄÌÑ p = q = 1 (�ÒÉÜÔÏÍ ÞÉÓÌÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÎÉÖÁÅÔÓÑ ÄÏ n− 2, Ô. Ë. Ä×Å ÔÏÞËÉ ÚÁÎÉÍÁÀÔ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÒÁÑÈ ÏÔÒÅÚËÁ). 2



(2.5) ðÒÉÍÅÒ. åÓÌÉ a = b = −1=2, ÔÏ �ÏÌÉÎÏÍÙ Jn(−1=2;−1=2; 1 − 2x) ÌÉÛØÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ �ÏÌÉÎÏÍÏ× þÅÂÙÛÅ×Á I ÒÏÄÁ Tn(
os') = 
osn'. �ÏÞÎÏÔÁË ÖÅ �ÒÉ a = b = 1=2 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Jn(1=2; 1=2; 1− 2x) ÉÍÅÀÔ ÔÅ ÖÅ ËÏÒÎÉ, ÞÔÏ É�ÏÌÉÎÏÍÙ þÅÂÙÛÅ×Á II ÒÏÄÁ Un(
os') = sin(n+ 1)'= sin'.îÕÌÉ �ÏÌÉÎÏÍÏ× þÅÂÙÛÅ×Á ÌÅÇËÏ ÓÅÂÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÎÁÇÌÑÄÎÏ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚ-ÄÅÌÉÍ �ÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÉÍÅÀÝÕÀ ÏÔÒÅÚÏË [0; 1℄ Ó×ÏÉÍ ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ, ÎÁ n ÒÁ×ÎÙÈÄÕÇ É �ÕÓÔØ x1; x2; : : : ; xn { ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÉÈ ÓÅÒÅÄÉÎ. üÔÉ ÔÏÞËÉÓÕÔØ ËÏÒÎÉ �ÏÌÉÎÏÍÁ þÅÂÙÛÅ×Á �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ Tn(x) É �ÏÔÏÍÕ ÚÁÄÁÀÔ Ï�ÔÉÍÁÌØ-ÎÕÀ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÀ �ÒÉ p = q = 1=4. ðÒÉ p = q = 3=4 ÉËÓÙ ÒÁÚÍÅÓÔÑÔÓÑ × ËÏÒÎÑÈ�ÏÌÉÎÏÍÏ× þÅÂÙÛÅ×Á ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ Un(x). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÁÂÓ�ÉÓÓÙ ÔÏÞÅË �Ï-ÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÄÅÌÑÝÉÈ ÅÅ ÎÁ n+ 1 ÒÁ×ÎÙÈ ÄÕÇ (ÓÍ. ÒÉÓ. 1).
ëÏÒÎÉ �ÏÌÉÎÏÍÏ× þÅÂÙÛÅ×Á I ÒÏÄÁ ëÏÒÎÉ �ÏÌÉÎÏÍÏ× þÅÂÙÛÅ×Á II ÒÏÄÁòÉÓ. 13. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2.3. ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁÊÄÅÍ ÅÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ. ðÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ�ÅÒÅÊÔÉ Ë ÌÏÇÁÒÉÆÍÕ �ÅÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ:(3.1) E(x1; : : : ; xn) ≡ − lnV (x1; : : : ; xn) == −p n

∑k=1 ln(1− xk)− q n
∑k=1 lnxk −

∑j<k ln(xk − xj)(ÚÎÁË �ÅÒÅÄ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ { ÄÁÎØ \ÆÉÚÉÞÅÓËÏÍÕ ÓÍÙÓÌÕ", Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÒÅÞØ ÎÉÖÅ).íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÆÕÎË�ÉÀ E. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÅÅ ÞÁÓÔÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ�ÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ(3.2) − �E�xk = ∑i:i6=k 1xk − xi + qxk + pxk − 1 :(3.3) ìÅÍÍÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ f(x) = (x − x1) : : : (x − xn) Ó�ÒÏÓÔÙÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÔÏÖÄÅÓÔ×Ïf ′′(xk)2f ′(xk) = ∑i:i 6=k 1xk − xi :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÆÏÒÍÕÌf ′(x) = ∑i ∏j:j 6=i(x− xj); f ′′(x) = 2 ∑i<j ∏m:m6=i;j(x− xm)3



×ÙÔÅËÁÅÔ f ′(xk) = ∏i:i6=k(xk − xi); f ′′(xk) = 2 ∑j:j 6=k ∏i:i6=j;k(x− xi)É ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. �ó ÕÞÅÔÏÍ (3.2) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÍÏÖÎÏ ÔÅ�ÅÒØ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅf ′′(xk)2f ′(xk) + pxk − 1 + qxk = 0:ðÏÓÌÅ �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ ÄÒÏÂÉ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÀ ÄÌÑ ÅÅ ÞÉÓÌÉÔÅÌÑ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÅxk(1− xk) f ′′(xk) + (b+ 1− (a+ b+ 2)xk) f ′(xk) = 0:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÏÌÉÎÏÍx(1− x) f ′′(x) + (b+ 1− (a+ b+ 2)x) f ′(x);ÉÍÅÑ ÓÔÅ�ÅÎØ n, ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÒÎÑÈ �ÏÌÉÎÏÍÁ f(x) É �ÏÔÏÍÕ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑÏÔ f(x) ÌÉÛØ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ 
onst. óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ ÓÔÁÒ-ÛÉÈ ÓÔÅ�ÅÎÑÈ, ÎÁÈÏÄÉÍ ÞÔÏ 
onst = −(n + a + b + 1)n. éÔÁË, f(x) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ(3.4) x(1− x)f ′′(x) + (b+ 1− (a+ b+ 2)x)f ′(x) + (n+ a+ b+ 1)nf(x) = 0:íÙ �ÒÉÛÌÉ Ë Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ ÇÉ�ÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ çÁÕÓÓÁ(3.5) x(1− x)y′′ + (
 − (�+ � + 1)x)y′ − ��y = 0Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ � = −n, � = n + a + b + 1 É 
 = b + 1. ïÄÎÏ ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÊ ÜÔÏÇÏÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ) ÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÇÉ�ÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÒÑÄ(3.6) 2F1(�; �; 
;x) = ∞
∑n=0 �(�+ 1) : : : (�+ n− 1) �(� + 1) : : : (� + n− 1)
(
 + 1) : : : (
 + n− 1) xnn! :ðÏÓËÏÌØËÕ × ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ a = −n { �ÅÌÏÅ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÏÂÒÙ-×ÁÅÔÓÑ É ÚÁÄÁÅÔ ÇÉ�ÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ �ÏÌÉÎÏÍ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÊ, ËÁË ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÓÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ñËÏÂÉ (2.2). �ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï × ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÕÎËÔÁÈ ÓÌÅÄÕÅÔ ËÎÉÇÅ óÅÇÅ, ÓÍ.[óÅÇÅ℄, ÔÅÏÒÅÍÁ 4.2.2.äÌÑ �ÏÌÎÏÔÙ ËÁÒÔÉÎÙ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏÌÉÎÏÍÙ ñËÏÂÉ Jn(a; b;x) ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ ÂÅÔÁ-ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÉÍÅÀÝÅÇÏ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1℄�ÌÏÔÎÏÓÔØ w(x) = �(a+ b+ 2)�(a+ 1)�(b+ 1)(1− x)axb:4



4. üÌÅËÔÒÏÓÔÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÑ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁËÏÎÕ ëÕÌÏÎÁ, �ÏÔÅÎ�É-ÁÌØÎÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ �ÁÒÙ ÔÏÞÅÞÎÙÈ ÜÌÅËÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÒÑÄÏ× × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÒÁ×ÎÁ q1q2=r, ÇÄÅ q1; q2 { ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÚÁÒÑÄÏ×, Á r = |x− y| { ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ.ó ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÑ f = 1=r ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ËÁË ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ìÁ�ÌÁÓÁ, Ô.Å. ËÁË ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ�2f�x21 + �2f�x22 + �2f�x23 = 4� Æ(x− y);ÓÍ. [íÉÈÌÉÎ℄, ÇÌÁ×Á 10, §6. äÌÑ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ { ÜÔÏÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �2f�x21 + �2f�x22 = 2� Æ(x− y);ÎÁ ÜÔÏÔ ÒÁÚ ÏÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ f = − ln r, ÔÁË ÞÔÏ × Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÜÌÅËÔÒÏÓÔÁÔÉËÅ�ÏÔÅÎ�ÉÁÌ �ÁÒÙ ÚÁÒÑÄÏ× ÒÁ×ÅÎ −q1q2 ln r. ë ÜÔÏÊ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÄÔÉ, ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÏÂÙÞÎÙÊ ËÕÌÏÎÏ×ÓËÉÊ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌ, ÓÏÚÄÁ×ÁÅÍÙÊ (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ) ÄÌÉÎÎÏÊÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÚÁÒÑÖÅÎÎÏÊ Ó�É�ÅÊ × ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ Ë ÎÅÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ (ÓÍ. [Kellogg℄,ÒÁÚÄÅÌÙ III.5 É VI.7).úÁËÒÅ�ÉÍ × ÔÏÞËÁÈ 0; 1 ÚÁÒÑÄÙ ×ÅÌÉÞÉÎÙ q; p ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, É �ÏÍÅÓÔÉÍ × ÔÏÞ-ËÁÈ x1 < : : : < xn ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÅÝÅ n �ÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ÚÁÒÑÄÏ×. âÕÄÅÍ ÓÞÉ-ÔÁÔØ, ÞÔÏ ÚÁÒÑÄÙ ÏÔÔÁÌËÉ×ÁÀÔÓÑ �Ï ÚÁËÏÎÁÍ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÜÌÅËÔÒÏÓÔÁÔÉËÉ. �ÏÇÄÁ�ÏÔÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ÎÁÛÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (ÒÁ×ÎÁÑ ÓÕÍÍÅ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌÏ× ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ�ÁÒ ÚÁÒÑÄÏ×) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÁË ÒÁÚ ÆÕÎË�ÉÅÊ (3.1). óÔÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÅ ÚÁÒÑÄÏ× ÄÏ-ÓÔÉÇÁÅÔÓÑ × ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÅÊ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙÎÁÛÌÉ × �. 3. éÔÁË, ÔÅÏÒÅÍÁ 2.3 ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ \ÆÉÚÉÞÅÓËÉÊ" ÓÍÙÓÌ.(4.1) �ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ n �ÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ÚÁÒÑÄÏ×, ÏÔÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈÓÑ Ó ÌÏ-ÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÍ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌÏÍ − ln |x− y|, ÂÌÏËÉÒÏ×ÁÎÙ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ [0; 1℄ ÚÁËÒÅ�-ÌÅÎÎÙÍÉ × ÅÇÏ ËÏÎ�ÁÈ ÚÁÒÑÄÁÍÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ q = (b + 1)=2, p = (a + 1)=2 ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÏÇÄÁ ÉÈ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÎÁÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ñËÏÂÉJn(a; b;x).üÌÅËÔÒÏÓÔÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÑ ÄÅÌÁÅÔ ÓÁÍÏÏÞÅ×ÉÄÎÙÍÉ ÍÎÏÇÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁËÏÒÎÅÊ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ñËÏÂÉ. ñÓÎÏ ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ Ó ÒÏÓÔÏÍ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ b ×ÓÅ ËÏÒÎÉÂÕÄÕÔ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÓÄ×ÉÇÁÔØÓÑ ×�ÒÁ×Ï, Á Ó ÒÏÓÔÏÍ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ a { ×ÌÅ×Ï.ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁç.óÅÇÅ, ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, çÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÉÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÆÉÚÉËÏ - ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ, íÏÓË×Á, 1962.ó.ç.íÉÈÌÉÎ, ìÉÎÅÊÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × ÞÁÓÔÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ, ÷ÙÓÛÁÑ ÛËÏÌÁ, íÏÓË×Á, 1977.O.D.Kellogg, Foundations of Potential Theory, Verlag fon Julius Springer, Berlin, 1929.
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